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Cha pitre 1

I ntro ducti on : mi cro- ¶etats et
macro- ¶etats. Dy nami que.
E®ets quali ta ti fs des
excita ti ons "thermi ques"

1.1 Ob jet de la physique statistique

D¶ecrire une assembl¶ee d'un nombre macroscopiquede constituants micro-
scopiquespour ¶eclairer de l'in t¶erieur diverscomportements macroscopiquestels
que les comportements thermodynamiques : ¶equation d'¶etat, chaleurs sp¶eci-
¯ques, susceptibilit¶e magn¶etique, polarisabilit ¶e.

1.2 Propri ¶et¶es dyna miques supp os¶ees connues au ni-
veau microscopique

La dynamique des ¶etats microscopiquesdes N particules et leurs ¶energies
accessiblessont d¶ecritespar la m¶ecaniquequantique. Les propri¶et¶esquantiques
sont enti µerement contenues dans les ¶etats propres du hamiltonien du systµeme
1 :

H jª > j = E j jª > j (1.1)

L'indice j d¶ecrit l'espace des ¶etats propres du hamiltonien, que l'on appelle
parfois dansleslivres dePhysiqueStatistique les"micro-¶etats". Danslesmodµeles
que nous considµereronscette ann¶ee,la dynamique quantique seraextrêmement
simple : particules massivessansinteraction dans une bô³te pour le gaz parfait
par exemple..

Il y a deux id¶eesimportantes en ce qui concernela physique statistique :
{ On peut ¶enum¶erer ces¶etats

1En d'autres termes dans lessolutions de l' ¶equation de Schroedinger r¶egissant la dynamique
des constituants que l'on considµere - atomes, ions ou spins
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Introduction : micro-¶etats et macro-¶etats. Dynamique. E®etsqualitatifs des
excitations "thermiques"

{ Les jª > j sont desfonctions d'onde µa N corps : c'est un point primordial
car cela implique que pour une ¶energiemacroscopiqueE du systµemeµa N
corps, le nombre d'¶etats microscopiquesr¶ealisant la valeur E µa ±E prµes
est colossalet crô³t exponentiellement avec N (voir exemplesci-dessous)

Ce sont les deux id¶eesque nous allons illustrer dans ce qui suit et utiliser pour
construire une th¶eoriesusceptibleded¶ecrire la thermodynamiqued'un systµeme:
gaz parfait, systµemede spins etc..

1.3 Exemple : assembl¶ee de spins sur un r¶eseau. Quelques
consid ¶erations qualita tiv es sur les e®ets d'une
excita tion "thermique" .

PrenonsN spinsd'un solideparamagn¶etique (Al 2O3 par exempledop¶e avec
F e) : les spins sont ¯x ¶essur un r¶eseauet ils peuvent s'orienter dans un champ
magn¶etique ~B externe oµu leur ¶energieest :

H = ¡
X

i =1 :::N

~¹ i : ~B (1.2)

~¹ i est le moment magn¶etique de spin des impuret¶es paramagn¶etiques, ~B est
dirig¶e selonz, la composante d'un spin selonz peut prendre deux valeurs § ¹ .

Description du spectre d' ¶energie du syst µeme :
L'¶energietotale minimum possibleest Emin = ¡ N ¹B , l'¶energietotale maxi-

mum possibleest N ¹B .
A T = 0 Le problµeme de la recherche de l' ¶equilibre est un problµeme de

m¶ecanique quantique : le systµemeµa l'¶equilibre est dans l'¶etat d'¶energiele plus
bas. C'est un ¶etat unique du point de vue microscopiqueoµu tous les moments
magn¶etiquesdespin2 sont dirig¶esparallµelement au champ magn¶etique. Du point
de vue thermodynamique l'¶energie interne se r¶eduit alors µa Emin = ¡ N ¹B .
Remarque: TS = 0.

On in tro duit main tenan t de l' ¶energie " thermique" (par exemple
en chau®an t le mat ¶eriau) :

Du point de vue microscopique) transition vers des¶etats excit¶es.
Transitions possiblesvers combien d' ¶etats ?
Cela d¶epend de la quantit ¶e d'¶energied'origine thermique ² th qui a ¶et¶e ap-

port¶eeau systµeme.Faisonsnaivement un petit comptage.
Si ² th = 2¹B , un spin seulement est excit¶e. Le nombre d'¶etats microsco-

piques accessibles3 est N , ce qui est d¶ejµa tr µes grand alors que l'on peut com-
prendre qualitativ ement dans l'esprit de la th¶eorie cin¶etique des gaz que la
"temp¶erature" (que nousdevronsd¶e¯nir de maniµerepr¶ecise)est toujours micro-
scopiquement petite..

Si ² th = 4¹B , deux spins seulement sont excit¶es : le nombre d'¶etats acces-
siblesestN (N ¡ 1)=2.. alorsquela "temp¶erature est toujours microscopiquement
petite"..

2Par abus de langage je dirai simplement "spins" dans le futur
3accessiblesveut dire accessiblespar transitions quantiques permises depuis l' ¶etat fonda-

mental.
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1.3 Exemple : assembl¶eede spins sur un r¶eseau.Quelquesconsid¶erations
qualitativ essur les e®etsd'une excitation "thermique".

Si l'¶energieapport¶eeest d'ordre ®N ¹B , (avec0 < ® < 1) un nombre macro-
scopiquede spinssont excit¶es.² th = N ¹B correspond exactement µa l'excitation
d'un spin sur deux. Le systµemeest alors totalement d¶esordonn¶e 4.

Quel est le nombre d'¶etats microscopiques("micro¶etats") qui ont cette ¶ener-
gie totale nulle ?

R¶eponse:

­ =
N !

(N =2)!(N=2)!
(1.3)

Essayez d'¶evaluer ce nombre pour desvaleurs "raisonnables"de N .
Ce nombre est excessivement grand : en fait il crô³t exponentiellement avec

N .
N ! ' N N e¡ N

p
2¼N (1.4)

On utilisera le d¶eveloppement limit ¶e du logarithme de N ! (d¶eveloppement de
Stirling) :

ln(N !) = N ln(N ) ¡ N + O(ln N ) (1.5)

On trouve dans ce casparticulier pour le logarithme du nb d'¶etats accessibles:

ln(­) = N ln2 + O(ln N ) (1.6)

Ce nombre est presque¶egalau nombre total d'¶etats microscopiquesdu systµeme
(ln(2N ) = N ln 2).

Cas plus g¶en¶eral : pour une ¶energiemoyennetotale :

E = ¡ N M ¹B (1.7)

oµu M est la polarisation du milieu, d¶e¯nie en fonction du nombre de spins
parallµelesau champ B N+ , respectivement anti-parall µelesN ¡ et de N le nombre
de spins total comme:

M =
N+ ¡ N ¡

N
: (1.8)

On obtient le nombre d'¶etats microscopiquesaccessiblespour une ¶energie
totale E, c'est µa dire d'aprµesl'Eq. 1.7, pour une polarisation M donn¶ee,comme:

­ =
N !

(N+ )!(N ¡ )!
(1.9)

soit en utilisant la formule de Stirling :

ln(­) = N ln 2¡
N
2

[(1 + M ) ln(1 + M ) + (1 ¡ M ) ln(1 ¡ M )] + O(ln N ) (1.10)

Ce qui d'aprµes l'¶equation de l'¶energietotale ci-dessus(Eq. 1.7) ser¶e¶ecrit :

ln(­) = N ln 2¡
N
2

·
(1 ¡

E
N ¹B

) ln(1 ¡
E

N ¹B
) + (1 +

E
N ¹B

) ln(1 +
E

N ¹B
)
¸
+ O(ln N )

(1.11)

4Nous verrons dans le chapitre suivant que ceci correspond µa une temp¶erature in¯nie. Nous
pourrons ensuite comprendre en ¶etudiant le 2nd Princip e dans le chapitre 3 qu'il est impossible
par des moyens purement thermiques de d¶epassercette situation.
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Introduction : micro-¶etats et macro-¶etats. Dynamique. E®etsqualitatifs des
excitations "thermiques"

Ce nom bre ln(­) est prop ortionnel µa N et ne d¶epend que de l' ¶ener-
gie totale E et de constan tes, qui renden t les di®¶eren tes quan tit ¶es per-
tinen tes sans dimension. Cette propri ¶et¶e est une propri ¶et¶e g¶en¶erique
pour les syst µemes thermo dynamiques.

Pour un systµemede N objets, connâ³tre l'¶energietotale c'est connâ³tre fort
peu de chosesau niveau microscopique..et pourtant comme nous le verrons
plus tard il su±t de connâ³tre E et le nombre log(­( E )) (qui n'est autre µa une
constante multiplicativ e prµes que l'entropie du systµeme) pour pouvoir d¶ecrire
les comportements thermodynamiquesde celui-ci !
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Cha pitre 2

Ensembl e Mi cro canoni que

2.1 Pr ¶erequis

La relation fondamentale de la thermodynamique :

dS =
1
T

dE +
P
T

dV ¡
¹
T

dN (2.1)

2.2 Les hyp oth µeses micro canoniques

Nous consid¶erons un systµeme de N ob jets microscopiques identiques :
atomes, mol¶ecules, ions ou spins... isol ¶es : donc leur ¶energie totale est une
constante que nous noterons E ou U en r¶ef¶erenceaux notations traditionnelles
en thermodynamique. N est suppos¶e ¯x ¶e (systµeme ferm¶e), de même que le
volume V du systµeme.

Cet ¶etat macroscopiquepeut être r¶ealis¶e de ­( E ; V; N ) fa»cons di®¶erentes
(voir par exemplela formule 1.11ci-dessus1). A l'¶echelle macroscopiquerien ne
distingue a priori ces­( E ; V; N ) ¶etats.

Dans une th¶eorie statistique si l'on supposeque le systµeme peut e®ective-
ment se trouver dans n'imp orte lequel de ces¶etats microscopiquessansaucun
biais en faveur ou en d¶efaveur d'un quelconqued'entre eux, l'hypothµesela plus
raisonnable est que ces ­( E ) ¶etats microscopiques sont ¶egalemen t pro-
bables : c'est l'h yp oth µese micro canonique fondamen tale..

La probabilit ¶e d'avoir le systµemedans l'¶etat jª > j est alors :

Pj =
1

­( E ; V; N )
(2.2)

Le lien avecl'exp¶erienced'une telle th¶eorie,implique queles¶etats consid¶er¶es
commemicroscopiquement accessiblessoient e®ectivement r¶ealis¶esen pratique :
danscette hypothµese,quel'on nommehyp oth µese ergo dique , le r¶esultat d'une
mesure thermodynamique ¶etal¶ee sur un laps de temps assezlong est suppos¶e

1V n'est pas une variable pertinente dans le problµeme des spins qui ne sont pas sensiblesµa
la pression.
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Ensemble Microcanonique

faire un ¶echantillonnage pertinent de cet ensemble d'¶etats accessibles.Comme
nous le verrons plus loin en consid¶erant la forme de la distribution des ¶etats
microscopiquesaccessibles,cette question est pour un grand systµemebeaucoup
moins critique que l'on ne pourrait le penserµa priori.

Comme nous l'a vons vu pr ¶ec¶edemmen t sur l'exemple particulier
des spins, ­( E ; V; N ) est en g¶en¶eral une fonction qui cro ³̂t exp onen-
tiellemen t avec la taille du syst µeme : son logarithme est donc une
fonction lin ¶eaire en N . Suiv ant Boltzmann nous d¶e¯nirons l'en tropie
statistique du syst µeme comme :

S(E ; V; N ) = kB ln f ­( E ; V; N )g (2.3)

Remarques:
{ L'en tropie est une fonction extensiv e : i.e. proportionnelle µa N . C'est

une propri¶et¶e additiv e. Consid¶eronsun systµemetotal constitu¶e de deux
sous-systµemesA et B : dans la mesure oµu les ¶etats microscopiquesdu
systµeme total peuvent être d¶ecrits comme produits des ¶etats microsco-
piques des deux sous-systµemes,l'entropie du systµemetotal est la somme
des entropies des deux sous-systµemes(exemples : deux volumes de gaz
adjacents...).

{ Elle mesurel'information microscopiquemanquante : ¶egaleµa 0, si le sys-
tµemeestdansun ¶etat microscopiqueunique auquelcason connâ³t tout sur
lui ; croissant quand le nombre d'¶etats microscopiquesaccessiblescrô³t, ce
qui s'accompagned'une d¶ecroissancede la connaissancemicroscopiquede
l'¶etat du systµeme.

{ Elle a les dimensionsde kB c'est µa dire d'une ¶energiedivis¶eepar la tem-
p¶erature (kB » 10¡ 23j oule:kelvin ¡ 1).

{ La d¶e¯nition de l'entropie microcanoniquepermet de r¶e¶ecrire la distribu-
tion de probabilit ¶e microcanoniquesousla forme

Pj / e¡ S=kB (2.4)

Plus important µa court terme, conform ¶ement µa la relation thermo dyna-
mique fondamen tale (eq. 2.1) on d¶e¯nit la temp ¶erature "micro cano-
nique" .

1
kB T

=
µ

@ln (­( E ; V; N ))
@E

¶

V;N
(2.5)

Nous verrons dans ce qui suit, que cette d¶e¯nition appliqu¶ee au gaz parfait
redonne bien la temp¶erature cin¶etique telle qu'elle a ¶et¶e introduite dans les
cours ant¶erieurs.

2.3 Exemple des spins : leur ¶equation d' ¶etat

Des¶equations (2.5) et (1.11), on d¶eduit l'¶equation d'¶etat desspins :

M = th(
¹B
kB T

): (2.6)

voir cons¶equencesd¶etaill¶eesen T.D.
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2.4 Le gaz parfait monoatomiquedans la description microcanonique

2.4 Le gaz parfa it monoa tomique dans la description
micro canonique

Nous avons vu dans ce qui pr¶ecµede que la description d'un systµeme ther-
modynamique dansl'hypothµesemicrocanoniquen¶ecessitaitde mettre en oeuvre
un calcul et un seul, celui du nombre d'¶etats microcopiquessusceptiblesd'être
r¶ealis¶esdansun macro-¶etat macroscopique.Nous avons fait cecalcul in extenso
en ce qui concerneles spins sur un r¶eseau..

Regardonsle problµemepour le gazparfait. Nousreprenonslesmêmes¶etapes
que pour les spins :

{ le spectre d' ¶energie : il n'est pas born¶e et va de 0 µa + 1 .
{ Les ¶etats propres : cesont desproduits2 d'ondesplanesei k :r j quanti¯ ¶ees

dans une bô³te cubique de cot¶e L = V 1=3. Chacune de cesondesplanes
est caract¶eris¶ee par son vecteur d'onde, dont chaque composante est un
multiple entier de : 2¼

L = 2¼
V 1=3 .

{ Dans l'espace des vecteurs d'ondes, les vecteurs d'ondes permis
sont distribu ¶es avec une densit ¶e uniforme. A chaque onde plane
accessibleµa une particule peut donc être associ¶e un volume ¶el¶ementaire :

k3
0 =

(2¼)3

V
; (2.7)

Dans l'espacedes impulsions (ou quantit ¶es de mouvement p i = ~k i ) µa
chaque onde plane accessibleµa une particule peut donc être associ¶e un
volume ¶el¶ementaire :

p3
0 =

h3

V
; (2.8)

Pour N particules le volume ¶el¶ementaire d'un ¶etat est dans l'espacedes
quantit ¶esde mouvement (p1; p2:::pN ) (espace de dimension 3N )

p3N
0 =

µ
h3

V

¶ N

: (2.9)

La connaissance de ce volume ¶el¶ementaire dans l'espace P 3N , va
nous permettre de faire le comptage du nom bre d' ¶etats micro-
scopiques accessibles pour une ¶energie macroscopique donn ¶ee E
d¶e¯nie µa ±E pr µes.

{ Une¶energietotale E du gazparfait estobtenuecommela sommedes¶ener-
gies cin¶etiques de sesconstituants. L'¶energiecin¶etique ei du constituant
i de massem et de quantit ¶e de mouvement p i = ~k i vaut :

ei =
p2

i

2m
; (2.10)

et l'¶energietotale E :

E =
X

i

p2
i

2m
: (2.11)

2nous reviendrons dans le chapitre, particules indiscernables, princip e de Pauli, sur cette
a±rmation qui n'est plus valable pour les premiers niveaux excit¶esdu bas du spectre d'¶energie
des particules indiscernables.
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Ensemble Microcanonique

Dans l'espaceP 3N , les ¶etats d'¶energieE d¶e¯nie µa ±E prµessont contenus
entre deux hypersphµeresde rayons P :

P = (2mE )1=2 (2.12)

et P + dP :

dP =
1
2

±E
(2mE )1=2

: (2.13)

Le volume ainsi d¶elimit ¶e dans l'espaceP 3N est ¶egal µa :

dV = ®3N P3N ¡ 1dP (2.14)

oµu ®3N est une constante multiplicativ e qui ne d¶epend pas de P et donc
pas de E 3 . Le nombre d'¶etats microscopiquesd'¶energiecomprise entre
E et E + ±E est donc :

­( E ; V; N ) =
®3N P3N ¡ 1dP

p3N
0

(2.15)

Remarque importante : dP n'est pas une fonction exponentielle de N ,
cette quantit ¶e varie comme

p
N (voir Eq. 2.13). Par suite,

ln (­( E ; V; N )) = ln
µ

P3N ¡ 1

p3N
0

¶
+ ln(®3N ) + O(ln N ) (2.16)

ln (­( E ; V; N )) = 3N ln(
P
p0

) + ln(®3N ) + O(ln N ) (2.17)

Remarques :
{ Le d¶eveloppement limit ¶e de l'¶equation (2.17) a comme termes domi-

nants les termes en N ln() (les deux premiers termes du membre de
droite) , et commetermes sous-dominants destermes en ln(N ) regrou-
p¶esdansle O(ln N ). En passant de l'¶equation (2.16) µa l'¶equation (2.17),
nous avons r¶egularis¶e ced¶eveloppement en supprimant dans le premier
terme du membre de droite de l'¶equation (2.16) un terme d'ordre ln(N )
qui setrouve dans(2.17) inclus dansle terme O(ln N ). Cette analyseen
fonction du comportement en N montre que pour le calcul des termes
dominants en N , qui sont les seuls importants µa la limite thermody-
namique, il est ¶equivalent de consid¶erer la pellicule de l'hypersphµere
comprise entre les rayons P et P + dP ou l'hypersphµere en entier :
cette propri¶et¶e des hyper-espacesest une propri¶et¶e qui heurte notre
"intuition" bas¶eesur la g¶eom¶etrie en 2 ou 3 dimensions!

{ µa la limite thermodynamique , N ¡ ! 1 , seulslesdeux premierstermes
du d¶eveloppement (2.17) comptent et donnent une entropie extensive.

3®3N = ¼
3N

2

( 3N
2 ) !

si 3N est pair et ®3N = ¼
3N ¡ 1

2 2
3N +1

2

3N !! si 3N est impair.

On retrouv e ais¶ement cesr¶esultats grâce µa la relation de r¶ecurrence

®m =
2¼
m

®m ¡ 2 ;

en remarquant que ®1 = 2 et ®2 = 2¼.
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2.5 Conclusion du chapitre

{ La constante ln(®3N ) est une constante sansimportance pour la ther-
modynamique proprement dit (car toutes les quantit ¶es thermodyna-
miquesmesurablesdirectement s'expriment commedesd¶eriv¶eesdeln(­)
grâceµa l'¶equation 2.1). Elle est mêmeincorrecte dans une th¶eorie pre-
nant en compte l'indiscernabilit ¶edesparticules (que nousconsidµererons
dansun moisou deux). De cefait, jusqu'µa la priseencomptecorrectede
l'indiscernabilit ¶e des particules nous nous contenterons de la faire ap-
parâ³tre sousla forme d'une constante non explicit¶ee et nous ¶ecrirons
l'entropie du gaz parfait sousla forme :

S(E ; V; N ) = 3N kB

h
ln

n
E 1=2V 1=3

o
+ Cste

i
(2.18)

{ La temp ¶erature micro canonique est par suite obtenue en utilisant
la relation fondamentale de la thermodynamique (Eq. 2.1) comme:

1
T

=
µ

@S
@E

¶

V;N
(2.19)

= 3N kB
1
2

1
E

On retrouve bien l'¶equation de d¶e¯nition de la temp¶erature en th¶eorie
cin¶etique desgaz parfaits monoatomiques:

E =
3
2

N kB T (2.20)

Toutefois la d¶e¯nition de la temp¶erature microcanonique(Eq. 2.5) com-
patible avecla relation fondamentale de la thermodynamique (Eq. 2.1),
est bien ¶evidemment plus g¶en¶erale et s'applique µa tous les systµemes
thermodynamiquesisol¶es.

{ Par ailleurs utilisant la relation fondamentale de la thermodynamique
(Eq. 2.1), et l'entropie du gazparfait (Eq. 2.18), on retrouve ¶egalement
l' ¶equation d' ¶etat du gaz parfait :

P
T

=
µ

@S
@V

¶

E ;N
(2.21)

=
N kB

V

2.5 Conclusion du chapitre

La th¶eorie que nous venonsde mettre en placepour un systµemeferm¶e de N
particules, isol¶e du mondeext¶erieur (E conservatif ), permet le calcul de l'¶equa-
tion d'¶etat de n'imp orte quel systµemegrâceµa la relation (2.1). Ceci n¶ecessitele
calcul de l'entropie du systµemequesuivant Boltzmann nousavonsd¶e¯ni µa partir
du nombre d'¶etats accessibles(Eq.2.3). Nous avons montr ¶e sur deux exemples
comment calculer ab initio cette entropie d'un ¶etat macroscopique,et µa partir
de celle-ci l'¶equation d'¶etat du systµeme.
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Cha pitre 3

Loi de di stri buti on d' une
vari abl e interne addi ti ve.
Cri t µeres d' ¶equi l ibre et de
sta bi l i t ¶e d' un systµeme
thermo dy nami que. Second
Pri nci pe de la
thermo dy nami que.

3.1 Premi µeres consid ¶erations statistiques sur le 2nd
Princip e de la thermo dyna mique

Supposonsqu'il existedansle systµememicrocanoniquede volume V , d'¶ener-
gie E et de nombre de particules N , une contrain te interne qui ¯xe µa la valeur
Y0, une variable interne au systµeme (appel¶ee g¶en¶eriquement Y ). L'ob jectif de
ce paragrapheest de comprendrequ'elle est l'entropie de ce systµemequand la
contrain te interne est ¯x ¶eeet comment cette entropie ¶evolue quand on relache
la contrain te.

Pour rendrecette discussionplus concrµetenouspouvonsprendredesexemples:
µa l'in t¶erieur d'un r¶ecipient contenant un gaz parfait on peut supposerque l'on
a fait coulisserune paroi s¶eparant le volume en deux sous-systµemesde volumes
V A et V B , que pour simpli¯er nous prendrons ¶egaux, mais qui contiennent
desnombres de particules (N A et N B ) et des¶energies(E A et E B ) di®¶erentes.
L'¶energietotale et le nombre total de particules sont conserv¶es:

E = E A + E B (3.1)

N = N A + N B (3.2)

Dans cesconditions, oµu les deux systµemessont faiblement coupl¶es, le nombre

17



Loi de distribution d'une variable interne additiv e. Crit µeresd'¶equilibre et de
stabilit ¶e d'un systµemethermodynamique. SecondPrincip e de la
thermodynamique.

d'¶etats quantiques de l'ensem ble des syst µemes A et B est :

­( E ; N ; E A ; N A ) = ­ A (E A ; N A ) ­ B (E ¡ E A ; N ¡ N A ): (3.3)

oµu ­( E ; N ; E A ; N A ) est le nombre d'¶etats accessiblesau systµemetotal contrain t,
­ A (E A ; N A ) (resp. ­ B (E ¡ E A ; N ¡ N A )) le nombre d'¶etats accessiblesau
sous-sytµeme A (resp. B). Ce nombre d'¶etats est plus petit que celui obtenu
en ne mettant pas de contrain tes sur EA et NA . Vous pouvez bien ŝur le v¶e-
ri¯er num¶eriquement sur l'exemple du gaz parfait grâce µa la formule (2.15),
mais c'est un r¶esultat trivialement valable quelquesoit le systµeme,puisquetous
les ¶etats contrain ts font partie des¶etats accessiblespour le systµeme total non
contrain t et que le systµemesanscontrain tes peut être dans de nombreux ¶etats
microscopiquesqui ne sont pas atteints en pr¶esencedescontrain tes. En termes
math¶ematiquesceci s'¶ecrit sousla forme :

­( E ; N ) À ­( E ; N ; EA ; NA ) (3.4)

oµu ­( E ; N ) est le nombre d'¶etats accessiblesau systµeme total non contrain t,
soit encore:

Stot (E ; N ) > Stot (E ; N ; EA ; NA ): (3.5)

L' ¶equation (3.5) traduit le fait que la relaxation de la contrain te in-
terne ¶elargit (en g¶en¶eral) l'ensem ble des ¶etats accessibles au syst µeme :
ce qui assure (en g¶en¶eral) la croissance de l'en tropie du syst µeme. C'est
un premier aspect de la form ulation statistique du 2nd princip e.. Nous
allons en voir descons¶equencesplus d¶etaill¶eesdans les paragraphessuivants.

Une petite remarque : nous avons dans cet exemple discut¶e l'e®et de la
relaxation d'une contrain te interne sur l'entropie d'un systµemeisol¶e. Il est par-
faitement clair, par exemplesur l'e®et d'un changement de volume, que la for-
mulation ci-dessusrestevalablesi l'on changela contrain te externesur le volume
dans lequel le gaz est compris sanspar ailleurs lui apporter d'¶energie(on peut
penserµa l'exp¶eriencede Joule Gay Lussacpar exemple).

3.2 Loi de distribution d'une varia ble in terne : un
exemple simple

Un gaz parfait de N atomescontenus dans un r¶ecipient de volume V.
­ le nombre total d'¶etats accessiblesau systµeme.
La variable interne est le nombre Y departicules dansle demi-volumedegauche,
­( Y = n) le nombre d'¶etats pour lesquelsY = n.
On a bien ŝur :

NX

n=0

­( Y = n) = ­ (3.6)

et la probabilit ¶e de trouver Y = n est :

P(n) =
­( Y = n)

­
(3.7)
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3.2 Loi de distribution d'une variable interne : un exemplesimple

On trouve (savoir faire le raisonnement) que :

­ = 2N (3.8)

­( Y = n) = Cn
N (3.9)

P(n) a l'allure d'une courbe en cloche, elle est maximale pour Y = N=2, et est
d'autant plus ¶etroite en valeur relative que N est grand. On peut d¶evelopper
cette probabilit ¶e autour de son maximum µa l'aide de la formule de Stirling et
on trouve

P(n) =

r
2

¼N
e¡ 2( n ¡ N =2) 2

N (3.10)

c'est une loi de Gauss(voir paragrapheci-dessous)avec un maximum µa N=2 et
un ¶ecart quadratique moyen ¢ n¤ d¶e¯ni par :

¢ n¤ =
q

(n ¡ N=2)2 (3.11)

dont la valeur est ici :

¢ n¤ =

p
N
2

(3.12)

Avant de d¶evelopper la th¶eorieg¶en¶eraledonnant la loi de distribution d'une
variable interne, nous pouvons remarquer sur cet exemple simple que la loi
(3.10), peut ser¶e¶ecrire

P(n) =
1

p
norme

exp
·

(S(N=2) ¡ S(n))
kB

¸
(3.13)

et que les calculs faits ici sont exactement les mêmesque ceux faits pour les
spins. Dans les deux cas il s'agit de problµemespour lesquels

i) les entit ¶es microscopiquesindividuelles (atomes ou spins) peuvent être
dansdeux ¶etats seulement : un atome quelconquepeut être soit µa gauche soit µa
droite, un spin quelconquepeut être soit parallµele au champ soit antiparall µele
au champ magn¶etique.

ii) l' ¶etat d'un atome de gaz parfait commecelui d'un spin sansinteraction
avec les autres ne d¶epend pas de celui de sescong¶enµeres.

Exercice d'entrainement : reprendre le même problµeme en consid¶erant une
s¶eparation du volume V en deux volumes,v et V ¡ v. D¶eterminer la probabilit ¶e
de trouver n atomesdans le volume v ; ¶etudier les casoµu v et V sont tous deux
du mêmeordre de grandeur, et celui oµu v est tr µespetit devant V .

3.2.1 Distribution Gaussienne de probabilit ¶e

La loi de Gaussou "distribution normale" de densit¶e de probabilit ¶e s'¶ecrit
de maniµere g¶en¶erique :

P(Y ) =
1

¾
p

2¼
exp

µ
¡

Y 2

2¾2

¶
(3.14)

La variable Y est comprise entre ¡ 0:67¾ · Y · 0:67¾ avec une probabilit ¶e
1/2. La probabilit ¶e est de 68; 3% dans un intervalle d'un ¶ecart type ¾ autour
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Loi de distribution d'une variable interne additiv e. Crit µeresd'¶equilibre et de
stabilit ¶e d'un systµemethermodynamique. SecondPrincip e de la
thermodynamique.

du maximum, elle est de 95; 6% dans un intervalle de § 2¾, et de 99; 7% dans
un intervalle de § 3¾autour du maximum. Les di®¶erents moments de cette loi
de distribution d¶e¯nis par

Y m =
Z 1

¡1
Y m P(Y)dY; (3.15)

sont nuls si m est impair, et valent pour m pair m = 2p :

Y 2p =
(2p)!
2pp!

¾2p (3.16)

Revenonsmaintenant µa notre problµeme. Pour un grand systµeme ferm¶e de
N = 1022 atomes (environ deux litres dans les conditions standard de temp¶e-
rature et de pression) la distribution du nombre de particules dans la moiti ¶e
gauche du volume a un ¶ecart type ¾= ¢ n¤ =

p
N
2 = 0:5 1011. La mesuredu

nombre de particules dans la partie gauche du volume donnera donc avec une
probabilit ¶e de 99; 7% :

Ngauche =
N
2

§ 3

p
N
2

(3.17)

C'est µa dire :

Ngauche = 0:5 1022 § 1:51011 (3.18)

Ngauche = 0:5 1022(1 § 0:00000000001): (3.19)

Une pr¶ecision relative de 10¡ 11 est en r¶ealit¶e inatteignable dans une mesure
physique faite dans un temps raisonnable!
La probabilit ¶e de trouver N=2(1 § 10¡ 10) (§ 10¾) est ¶egaleµa 1 µa 10¡ 23 prµes,
celle de trouver N=2(1 § 510¡ 10) (§ 50¾) est ¶egaleµa 1 µa 10¡ 544 prµes! ! !
Une telle pr¶ecisionde mesureest totalement irr ¶ealisableen pratique.1

Compte ten u de la pr ¶ecision que l'on peut mettre en oeuvre la valeur
la plus probable d'une grandeur extensiv e d'un syst µeme macrosco-
pique est donc la valeur mesur ¶ee.

3.3 Loi de distribution d'une varia ble in terne exten-
sive : th ¶eorie g¶en¶erale

Nous revenons maintenant µa la question g¶en¶erale que nous nous sommes
pos¶es au d¶ebut de ce chapitre. Dans le systµeme microcanonique d'¶energie E,
volume V, nombre de particules N, quelle est la probabilit ¶e si l'on observ e
une fraction A de ce syst µeme de mesurer une valeur YA de la variable
Y ? On rappelle que la variable Y est une variable extensiv e : ¶energie,nombre
de particules ou volume. Reprenant les notations du paragraphe(3.1), d'aprµes
l'hypothµesemicrocanonique,cette probabilit ¶e est ¶egaleµa :

P(YA ) =
­( E ; N ; YA )

­( E ; N )
(3.20)

1une pr¶ecision de 10¡ 6 (notation 1 p.p.m.) dans le comptage du nombre de mol¶eculesest
une pr¶ecision d¶ejµa tr µes notable en physico-chimie.
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3.3 Loi de distribution d'une variable interne extensive : th¶eorie g¶en¶erale

soit

P(YA ) =
­ A (E ; N ; YA ) ­ B (E ; N ; Y ¡ YA )

­( E ; N )
(3.21)

A cestadeil est indispensablede serappeler que­ est une fonction qui crô³t
exponentiellement vite avec les variables thermodynamiques : Energie totale,
Volume,Nombre departicules. De cefait ­ A (E ; N ; YA ) (resp. ­ B (E ; N ; Y ¡ YA ))
crô³t (respectivement d¶ecrô³t) exponentiellement vite avec YA , et leur produit
pr¶esente un maximum correspondant µa la valeur la plus probable de Y .

Sachan t que le logarithme est une fonction strictemen t croissan te
de sa variable, la valeur la plus probable de YA est aussi celle qui
maximise l'en tropie. Utilisant toujours la variable g¶en¶erique YA qui peut
d¶ecrire soit le nombre de particules, l'¶energie ou le volume d'une sous-partie
A du systµeme, la probabilit ¶e consid¶er¶ee ci-dessuspeut bien ¶evidemment être
r¶e¶ecrite en fonction de l'entropie du systµemetotal comme:

P(YA ) =
expf Stot (E ; N ; YA )=kB g

expf Stot (E ; N )=kB g
: (3.22)

La valeur la plus probable de YA que l'on notera fYA est celle qui annule la
d¶eriv¶eede Stot (E ; N ; YA ) par rapport µa YA :

µ
@Stot (E ; N ; YA )

@YA

¶

YA = fYA

= 0 (3.23)

Au voisinage de ce maximum on peut faire un d¶eveloppement limit ¶e de
l'entropie µa l'ordre deux dans l'¶ecart au maximum fYA :

Stot (E ; N ; YA ) = Stot (E ; N ; fYA )+
1
2

³
YA ¡ fYA

´ 2
µ

@2Stot (E ; N ; YA )
@Y 2

A

¶

YA = fYA

+ :::

(3.24)
oµu le terme lin¶eaire n'a pas¶et¶e ¶ecrit car il est nul au point consid¶er¶e (Eq.3.23).
On notera ¶egalement que

µ
@2Stot (E ; N ; YA )

@Y 2
A

¶

YA = fYA

< 0 (3.25)

car l'extremum est un maximum. En reportant dansl'¶equation (3.22) on obtient
commeloi de probabilit ¶e au voisinagede la valeur la plus probable :

P(YA ) =
1

p
norme

exp

8
><

>:

1
2

³
YA ¡ fYA

´ 2

kB

µ
@2Stot (E ; N ; YA )

@Y 2
A

¶

YA = fYA

9
>=

>;
(3.26)

Cette loi de probabilit ¶e est une loi Gaussienne,centr ¶ee autour de fYA , d'¶ecart
quadratique moyen ¾:

¾2 =
kB³

¡ @2Stot (E ;N ;YA )
@Y 2

A

´

YA = fYA

(3.27)
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stabilit ¶e d'un systµemethermodynamique. SecondPrincip e de la
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3.4 Caract¶erisation de l' ¶etat le plus proba ble

Pour bien comprendre le contenu de cesr¶esultats, il nous faut r¶eexprimer
les diversesd¶eriv¶eesde l'entropie du systµemetotal (A+B) en fonction de l'en-
tropie de sesparties A et B. On utilise pour cela l'¶equation (3.21) qui implique
l'additivit ¶e de l'entropie dessous-partieset permet de r¶e¶ecrire

Stot (E ; N ; YA ) = SA (E ; N ; YA ) + SB (E ; N ; Y ¡ YA ) (3.28)

d'oµu

@Stot (E ; N ; YA )
@YA

=
@SA (E ; N ; YA )

@YA
+

@SB (E ; N ; Y ¡ YA )
@YA

(3.29)

=
@SA (E ; N ; YA )

@YA
¡

@SB (E ; N ; YB )
@YB

@2Stot (E ; N ; YA )
@Y 2

A
=

@2SA (E ; N ; YA )
@Y 2

A
+

@2SB (E ; N ; Y ¡ YA )
@Y 2

A
(3.30)

=
@2SA (E ; N ; YA )

@Y 2
A

+
@2SB (E ; N ; YB )

@Y 2
B

Revenonsmaintenant aux di®¶erents casconcrets,pour comprendrele contenu
de ces r¶esultats math¶ematiques. Regardons tout d'abord les propri ¶et¶es de
l' ¶etat le plus probable qui traduisen t le fait que la d¶eriv ¶ee premi µere
de l'en tropie dans cet ¶etat est nulle.

{ si YA = EA , d'aprµes(2.1)

@SA (E ; N ; YA )
@EA

=
1

TA
; (3.31)

les ¶equations (3.23) et (3.29) conduisent µa :

1
TA

=
1

TB
(3.32)

Dans l'¶etat le plus probable la temp¶erature de la partie A est ¶egaleµa la
temp¶erature de la partie B. Comme A et B sont grands mais arbitraires,
ceci implique quedans un syst µeme thermo dynamique l' ¶etat le plus
probable est un ¶etat oµu la temp ¶erature est uniforme .

{ si YA = VA , d'aprµes(2.1)

@SA (E ; N ; YA )
@VA

=
PA

TA
; (3.33)

et les ¶equations (3.23) et (3.29) conduisent µa :

PA

TA
=

PB

TB
: (3.34)

Conjugu¶e avec le r¶esultat pr¶ec¶edent ceci implique que dans un syst µeme
thermo dynamique l' ¶etat le plus probable est un ¶etat oµu la pres-
sion est uniforme.
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3.5 Fluctuations autour de l'¶etat le plus probable. Crit µeresde stabilit ¶e de cet
¶etat

{ YA = NA , d'aprµes(2.1)

@SA (E ; N ; NA )
@NA

= ¡
¹ A

TA
; (3.35)

d'oµu ¹ A

TA
=

¹ B

TB
: (3.36)

L' ¶etat le plus probable d'un syst µeme thermo dynamique est un
¶etat oµu le poten tiel chimique est uniforme.

3.5 Fluctua tions autour de l' ¶etat le plus proba ble.
Crit µeres de stabilit ¶e de cet ¶etat

Utilisant lesr¶esultats (3.27) et (3.30) noussommesen mesurede r¶eexprimer
la variance ou ¶ecart quadratique moyen ¾ de la loi de probabilit ¶e (3.22) en
fonction des grandeurs thermodynamiques. Nous ferons ici le calcul complet
dans le casoµu la variable YA est l'¶energiede la sous-partieA du systµeme.On a
alors d'aprµes(3.30) :

@2Stot (E ; N ; EA )
@E 2

A
=

@2SA (E ; N ; EA )
@E 2

A
+

@2SB (E ; N ; EB )
@E 2

B
; (3.37)

utilisant (3.31) il vient :

@2SA (E ; N ; EA )
@E 2

A
=

@1
TA

@EA
(3.38)

=
¡ 1
T2

A

@TA

@EA

=
¡ 1

CA T2
A

oµu CA est la capacit¶e calori¯que (quantit ¶e extensive proportionnelle µa NA ) du
sous-systµemeA. Par suite, utilisant le crit µered'¶equilibre (3.32), l'¶equation (3.37)
ser¶e¶ecrit en fonction de la temp¶erature d'¶equilibre T0 = TA = TB :

@2Stot (E ; N ; EA )
@E 2

A
=

¡ 1
CA T2

0
+

¡ 1
CB T2

0
(3.39)

= ¡
1

T2
0

CA + CB

CA CB
:

Les °uctuations de l'¶energied'une sous-partieont donc comme¶ecart-type :

¾E =

r

kB T2
0

CA CB

CA + CB
(3.40)

ou encore:

¢ E ¤
A

fEA
=

q
E 2

A ¡ fEA
2

fEA
'

q
kB T2

0
CA CB

CA + CB

CA T0
'

q
kB

CA CB
CA + CB

CA
(3.41)
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Cons¶equences :
{ L'¶ecart type des°uctuations de l'¶energied'un sous-systµemecrô³t commeq

NA NB
NA + N B

, par suite la variation relative de l'¶energie d'une sous-partie

varie comme1=
p

N , elle est n¶egligeablepour les systµemes"thermodyna-
miques". L' ¶energie mesur ¶ee pour le sous-syst µeme A macro copique
est par suite ¶egale au poin t de vue thermo dynamique µa l' ¶energie
la plus probable : c'est l' ¶energie d' ¶equilibre. Reprenan t les no-
tations des cours de thermo dynamique des ann ¶ees ant ¶erieures,
l' ¶energie in terne UA n'est rien d'autre que l' ¶energie la plus pro-
bable fEA que nous venons de d¶eterminer.

{ Un cas particulier extrêmement important est celui oµu une des deux
sous-partiesque nous venonsde consid¶erer, par exempleB, est telle que
CB À CA (B est un thermostat) , les °uctuations d'¶energiede A, se
r¶e¶ecrivent alors :

q
E 2

A ¡ fEA
2

fEA
»

r
kB

CA
(3.42)

ellesne d¶ependent que descaract¶eristiques de A. Dans ce casparticulier
tr µes important le thermostat B imp ose sa temp ¶erature au petit
syst µeme : en e®et si avant contact les temp¶eratures sont di®¶erentes,
aprµescontact la temp¶erature ¯nale Tf est uniforme (voir ci-dessus)et la
conservation de l'¶energieimposeque la temp¶erature ¯nale homogµene du
systµemetotal vaut :

Tf =
CA TA + CB TB

CA + CB
(3.43)

CB À CA ) Tf ' TB : (3.44)

{ Le crit µere de maximum de la loi de probabilit ¶e (Eq. 3.25), implique que
les chaleurs sp¶eci¯ques dessystµemesthermodynamiquessont positives.

Un calcul de mêmenature, mais plus compliqu¶e, conduit µa la conclusionque
les compressiblit¶esadiabatiques et isothermesd'un systµemethermodynamique
µa l'¶equilibre sont positives 2.

Nous retiendrons de cette ¶etude, que pour un syst µeme thermo dyna-
mique, µa cause de la d¶ependance en

p
N des °uctuations des grandeurs

extensives, les propri ¶et¶es de l' ¶etat statistiquemen t le plus probable
coinciden t avec ce que nous avons app el¶e dans les ann ¶ees ant ¶erieures
l' ¶etat d' ¶equilibre thermo dynamique .

2En fait il est di±cle de faire la demonstration directement en utilisan t le fait que la fonction
S(E,V,N) est une fonction concave maximimale par rapport aux °uctuations de volume d'une
souspartie. Il est plus simple de proc¶eder en deux ¶etapes : en remarquant tout d'abord que S
fonction de E est une fonction g¶en¶eralement monotone et donc inversible et que par suite la
fonction invers¶ee E(S, V, N) est minimale par rapport aux variations de volume d'une sous-
partie : ceci donne immediatement la positivit ¶e de la compressibilit¶e adiabatique, et avec un
peu plus de calculs la positivit ¶e de la compressibilit¶e isotherme.
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3.6 Evolution d'un systµemeau voisinagede l'¶etat d'¶equilibre : retour sur le
2nd Princip e de la thermodynamique

3.6 Evolution d'un systµeme au voisina ge de l' ¶etat
d' ¶equilibre : retour sur le 2nd Princip e de la ther-
mo dyna mique

Reprenonsle systµeme global, dans lequel une sous-partie A a ¶et¶e pr¶epar¶ee
dans un ¶etat (TA ; PA ; ¹ A ) di®¶erent de la sous-partieB (TB ; PB ; ¹ B ).

Si l'on supprime la contrain te emp̂echant l'¶energiede circuler entre A et B,
le systµeme va spontan¶ement ¶evoluer vers une situation plus probable (corres-
pondant µa une plus grande densit¶e d'¶etats, ou de maniµere ¶equivalente µa une
plus grande entropie) situation dans laquelle, d'aprµes le crit µere d'¶etat le plus
probable (Eqs. 3.23 et 3.25), la temp¶erature est uniforme et l'entropie globale
maximale par rapport µa EA . Ces ¶evolutions correspondent µa une probabilit ¶e
croissante, c'est µa dire µa une entropie croissante, ce qui implique que :

±EA

½µ
@SA

@EA

¶
¡

µ
@SB

@EB

¶ ¾
¸ 0 (3.45)

±EA

½
1

TA
¡

1
TB

¾
¸ 0 (3.46)

Si TA > TB ) ±EA · 0, la chaleur s'¶ecouledu corps chaud vers le corps froid.
C'est la formulation de Lord Kelvin du secondprincipe : "Spontan¶ement la
chaleur ne peut s'¶ecoulerdescorps froids vers les corps chauds".

De la même fa»con si l'on permet aux particules de passerde A µa B (la
temp¶erature ¶etant ¶egalis¶eeµa T0),

±NA

½µ
@SA

@NA

¶
¡

µ
@SB

@NB

¶¾
¸ 0 (3.47)

±NA

½
¹ A

T0
¡

¹ B

T0

¾
· 0 : (3.48)

les particules se d¶eplacent des r¶egions de potentiel chimique ¶elev¶e pour aller
vers les r¶egionsde potentiel chimique le plus bas.

En¯n si l'on permet l'a justement du volume celui-ci sefait dans le sensqui
¶egalisela pression.

3.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons ¶etudi¶e les crit µeres d'¶equilibre d'un systµeme
macroscopiqueisol¶e. L'hypothµesemicrocanonique d'¶equiprobabilit¶e des ¶etats
microscopiquesaccessiblesnous a permis de justi¯er l'¶enonc¶e formel du 2nd
principe de la thermodynamique qui s'exprime de la fa»con suivante :

{ "L'¶etat d'¶equilibre d'un systµeme ferm¶e isol¶e correspond au maximum de
son entropie compte tenu descontrain tes externes".
Avec sesdeux corollaires :

{ "Un systµeme isol¶e ne peut ¶evoluer spontan¶ement que dans le sens qui
maximise l'entropie compte tenu descontrain tes externes",
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Loi de distribution d'une variable interne additiv e. Crit µeresd'¶equilibre et de
stabilit ¶e d'un systµemethermodynamique. SecondPrincip e de la
thermodynamique.

{ "Si on relache une contrain te le systµeme¶evoluera vers l'¶etat qui maximise
l'entropie compte tenu desnouvellescontrain tes".

Nous avons montr ¶e que cespropri¶et¶essont descons¶equencesdu fait que l'¶etat
le plus probable est dans un systµeme macroscopiquein¯nimen t plus probable
que tous lesautres (les °uctuations autour de la valeur la plus probable sont n¶e-
gligeablesen valeur relative) et que de ce fait les mesuresthermodynamiquesµa
l'¶equilibre mesurent lespropri¶et¶esde l'¶etat le plus probable.Nousavonsdonn¶ela
formule donnant la probabilit ¶ed'un ¶etat en fonction desonentropie. Nousavons
d¶eduit du crit µered'extremum de l'entropie, lespropri¶et¶esde l'¶equilibre thermo-
dynamique (T; P; ¹ homogµenes)et despropri¶et¶esde maximum de l'entropie, la
positivit ¶e de grandeursthermodynamiquestelles que les chaleurs sp¶eci¯ques et
les compressibilit¶es.
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Cha pitre 4

Ensembl e canoni que

4.1 Loi de proba bilit ¶e dans l'ensem ble canonique

La situation que nous avons ¶evoqu¶ee dans la ¯n du chapitre pr¶ec¶edent oµu
un petit systµemeest coupl¶e µa un tr µesgrand systµemeavec lequel il n' ¶echange
que de l' ¶energie est une situation extrêmement fr¶equente. Nous avons vu
que dans la mesure oµu le grand syst µeme est in¯nimen t grand devant
le petit syst µeme, il se comp orte comme un thermostat et imp ose sa
temp ¶erature T0 au petit syst µeme. Par ailleurs nousavonsvu quedanscette
même limite les °uctuations de l'¶energiedu petit systµemene d¶ependaient que
de sescaract¶eristiquespropres.

Nous allons maintenant reprendre syst¶ematiquement l'¶etude du petit sys-
tµeme que nous appeleronsS (µa la place de la notation A du paragraphe pr¶e-
c¶edent), nous noterons R (comme r¶eservoir) le grand systµeme.Nous rappelons
que noussommesdansune situation oµu S et R n'¶echangent que de l'¶energie(on
parle de contact thermique), et oµu le thermostat (ou r¶eservoir d'¶energie)peut
donner ou recevoir desquantit ¶esd'¶energienotables pour le petit systµemesans
que cela altµere sa temp¶erature T0.

Le systµeme(R + S) est un systµemeferm¶e d'¶energietotale E. Supposonsque
le petit systµeme ait une ¶energieES. L'application de la d¶emarche d¶evelopp¶ee
dans le chapitre pr¶ec¶edent (Eq. 3.3) conduit µa ¶ecrire le nb d'¶etats oµu le systµeme
S a une ¶energieES :

­( E ; N ; ES) = ­ S(ES; NS) ­ R (E ¡ ES; NR ); (4.1)

et le nb total des¶etats accessiblesµa l'ensemble (R + S) :

­( E ; N ) =
X

ES

­ S(ES; NS) ­ R (E ¡ ES; NR ): (4.2)

D'aprµes la d¶e¯nition de l'entropie du r¶eservoir, le nombre d'¶etats du r¶eservoir
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d'¶energie(E ¡ ES) vaut :

­ R (E ¡ ES; NR ) = exp
½

SR (E ¡ ES; NR )
kB

¾
(4.3)

= exp
½

SR (E ; NR )
kB

¡
ES

kB

@SR

@ER
+ O(E 2

S)
¾

(4.4)

= exp
½

SR (E ; NR )
kB

¡
ES

kB T0
+ O(E 2

S)
¾

(4.5)

Pour passerde (4.3) µa (4.4), nousavonsutilis ¶e le fait que la capacit¶e calori¯que
du thermostat est tr µes grande devant celle du systµemeS et fait un d¶eveloppe-
ment limit ¶e en puissancede l'¶energiedu systµemeS (car ES ¿ E). Le passage
de (4.4) µa (4.5) fait intervenir la temp¶erature du thermostat. Introduisant le
paramµetre ¯ 0 = 1

kB T0
, il vient µa la limite thermodynamique :

­ R (E ¡ ES; NR ) = exp
½

SR (E ; NR )
kB

¾
e¡ ¯ 0ES (4.6)

La probabilit ¶e d'avoir pour le systµemeS une ¶energieES peut donc ser¶e¶ecrire :

P(ES) =
­ S(ES; NS) e¡ ¯ 0ES

P
ES

­ ES (ES; NS) e¡ ¯ 0ES
; (4.7)

le terme expf SR (E ; NR )=kB g disparaissant dans la normalisation.
Dans ce qui suit cette expressionseranot¶eeen raccourci :

P(ES) =
­ ES e¡ ¯ 0ES

P
ES

­ ES e¡ ¯ 0ES
(4.8)

La form ule (4.7) est la form ule fondamen tale de la m¶ecanique sta-
tistique d'un syst µeme ferm ¶e (i.e. de nom bre de particules constan t)
en contact avec un thermostat.

Il y a lieu de remarquer que cette expressionne d¶epend que despropri¶et¶es
du systµemeS, le thermostat n'in tervenant quepour ¯xer la temp¶erature T0. On
peut ¶egalement remarquer que de maniµere ultime le systµemeS peut se r¶eduire
µa une seuleentit ¶e microscopique,c'est µa dire un ¶etat quantique d'¶energieES et
de nombre de particules NS

Danslesparagraphessuivants nousallons tout d'abord d¶emontrer un certain
nombre de formules,permettant de calculer de maniµerecompactelespropri¶et¶es
thermodynamiques du systµeme S µa partir de la connaissancede la norme de
la loi de probabilit ¶e ci-dessus,que l'on note traditionnellement Z et que l'on
appelle fonction de partition. Puis nous expliqueronscomment calculer Z pour
les di®¶erents typesde systµemesmacroscopiquesles plus fr¶equents.

4.2 Form ula ire des propri ¶et¶es thermo dyna miques dans
l'ensem ble canonique

Commeindiqu¶eci-dessustoutes lesgrandeursthermodynamiquess'expriment
ais¶ement enfonction de la fonction departition Z . Danscequi suit dansun souci
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4.2 Formulaire despropri¶et¶esthermodynamiquesdans l'ensemble canonique

de simpli¯cation desnotations, nousnotons T la temp¶erature du thermostat et
¯ = (kB T)¡ 1 . La fonction de partition est d¶e¯nie comme:

Z =
X

ES

­ ES e¡ ¯ ES (4.9)

et la loi de probabilit ¶e canoniques'¶ecrit donc :

P(ES) =
­ ES e¡ ¯ ES

Z
: (4.10)

Nous rappelons que ­ ES est la notation raccourcie de ­ S(ES; NS), nombre
d'¶etats du systµemeS de NS particules d'¶energieES.

{ L' ¶energieinterne vaut simplement

U =
X

ES

ES P(ES) (4.11)

=
X

ES

ES
­ ES e¡ ¯ ES

Z
(4.12)

= ¡
@ln Z

@̄
: (4.13)

Il n'est pas inutile de revenir sur la d¶e¯nition (4.11) de l'¶energieinterne et
de regardercomment cette quantit ¶e¶evolue avecsesfacteursES et P(ES).

dU =
X

ES

dES P(ES) + ES dP(ES) (4.14)

Reprenonsl'exemple desparticules dansune bô³te. Le premier terme cor-
respond µa une ¶evolution de l'¶energie interne pendant laquelle les ¶etats
microscopiquesdu hamiltonien ¶evoluent et pas leur population : dans
l'exemple desparticules dans la bô³te on a une telle possibilit¶e si on fait
varier doucement le volume de la bô³te. Ce terme correspond µa un travail
r¶eversible. Le deuxiµeme terme au contraire correspond µa une transfor-
mation durant laquelle les conditions m¶ecaniquesdu problµemen'ont pas
chang¶e, donc les ES non plus, mais les atomesou mol¶eculesont transit ¶e
entre divers niveaux d'¶energie: c'est ce qui sepasselorsqu'on apporte de
la chaleur µa un systµeme! Le d¶ecoupageen deux termesde l'¶energieinterne
qui apparâ³t ici danscet exemplecanoniquea donc une traduction simple
en termes de travail et de chaleur !

{ L'¶energie libre a dans l'ensemble canonique une expressiontr µes simple.
Sachant que

U = F + TS (4.15)

= F ¡ T
µ

@F
@T

¶

V;N
(4.16)

= F + ¯
µ

@F
@̄

¶

V;N
(4.17)

=
µ

@̄ F
@̄

¶

V;N
(4.18)
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De l'¶equation (4.13) on d¶eduit que l'¶energielibre est ¶egaleµa1 :

F = ¡ kB T ln Z: (4.19)

{ On obtient ensuite l'expressionde l'entropie dans l'ensemble canonique:

S(T; V; N ) = ¡
µ

@F
@T

¶

V;N
(4.20)

= kB ln Z + kB T
1
Z

@Z
@̄

@̄
@T

(4.21)

= kB ln Z +
1
T

X

ES

ES
­ ES e¡ ¯ ES

Z
(4.22)

= ¡ kB

X

ES

­ ES e¡ ¯ ES

Z
ln(

e¡ ¯ ES

Z
) (4.23)

= ¡ kB

X

S

pS ln(pS) (4.24)

oµu pS est la probabilit ¶ed'un micro-¶etat d'¶energieES, et la derniµeresomme
est sur les micro-¶etats.

Cette expressionde l'entropie canoniqueest ¶egalement valable dans l'ensemble
microcanonique,pour lequel avec lesnotations pr¶esentes pS = ­ ES

¡ 1 avec ­ ES

le nombre d'¶etats accessiblesau systµemeisol¶e. L'¶equation (4.24), redonnealors
en e®etla formulation microcanoniquede l'entropie de Boltzmann (2.3).

4.3 Factorisa tion de la fonction de partition Z

Des¶equations pr¶ec¶edentes on conclut que l'on saura calculer toute la ther-
modynamique d'un systµeme µa condition de savoir calculer Z , ce qui implique
de savoir calculer le nombre d'¶etats d'¶energieES, et de faire la sommesur tous
les ES. Enonc¶e ainsi le problµemeparâ³t tout aussidi±cile que les calculs dans
l'ensemble microcanonique.

Une simpli¯cation essentielle appara ³̂t ici lorsque les entit ¶es micro-
scopiques sont iden tiques et sans in teractions : la fonction de partition
µa N corps se factorise en un pro duit de N fonctions de partition µa un
corps.

L'absence d'in teraction, conduit directement µa une ¶energie ES ¶egale µa la
sommedes¶energiesindividuelles :

ES =
NX

i =1

² i (4.25)

et

Z =
X

ES

­ ES

NY

i =1

e¡ ¯ ² i (4.26)

1L' ¶equation (4.18) conduit µa (4.19) µa un fonction inconnue de V et N prµes. Le calcul de U
et F µa T=0, quantit ¶esqui ser¶eduisent µa l' ¶energiede l' ¶etat fondamental du systµemepermet de
prouver que cette fonction inconnue est strictement nulle.
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4.3 Factorisation de la fonction de partition Z

L'¶energie² i de la particule i (commecellede toutes les autres particules micro-
scopiques)peut prendre di®¶erentes valeurs ² ¸ d'un ensemble d¶etermin¶e par le
hamiltonien qui d¶ecrit la dynamique de la particule et l'¶etat du systµemede N
particules est d¶e¯ni par la donn¶eedes¶etats microscopiquesde chaqueparticule
(¸ 1; ¸ 2; ¸ 3::::¸ N ), l' ¶energietotale prend la valeur :

ES =
X

i

²¸ i (4.27)

Le nombre ­ ES d'¶etats µa N particules d'¶energietotale ES peut si les par-
ticules sont discernables (exemples: spins sur un r¶eseau,atomes dans un
solide) être exprim¶e comme le produit du nombre d'¶etats µa une particule $ ¸ i

d'¶energie² ¸ i , le choix des¸ i ¶etant contrain t par (4.27). De ce fait

Z =
X

ES

Ã
NY

i =1

$ ¸ i e
¡ ¯ ² ¸ i

!

±(ES ¡
X

i

²¸ i ) (4.28)

A ce stade il y a lieu de remarquer qu'un terme de la somme ci-dessusest
caracteris¶e de maniµere univoque par la connaissancede l'ensemble des¶etats µa
une particule (¸ 1; ¸ 2; ¸ 3::::¸ N ) et de leurs d¶eg¶en¶erescence$ ¸ i , et que tous les
ensembles (¸ 1; ¸ 2; ¸ 3::::¸ N ) apparâ³ssent dans la sommesur ES. De ce fait la
contrain te sur l'¶energietotale (la fonction ±) qui porte sur un terme particulier
de la sommepeut être relax¶eequand on considµere la sommedanssonensemble,
d'oµu

Z =

0

@
NY

i =1

X

¸ i

$ ¸ i e
¡ ¯ ² ¸ i

1

A (4.29)

=
NY

i =1

zi : (4.30)

Les fonctions de partition µa une particule peuvent ser¶e¶ecrire

zi =
X

i

$ ¸ i e
¡ ¯ ² ¸ i (4.31)

=
X

¸

$ ¸ e¡ ¯ ² ¸ (4.32)

car les propri¶et¶esde toutes les particules ¶etant identiques, zi ne d¶epend pas en
fait de i . Cette fonction de partition µa une particule seranot¶eez dans le futur.
On en d¶eduit que

Z = zN (4.33)

L'¶equation (4.33) est valable si les particules microscopiquessont :
{ identiques mais discernables
{ sansinteraction
Si lesparticules sont indiscernables(exemple: mol¶eculesdansun gaz), nous

admettrons pour l'instant sansd¶emonstration que :

Z =
zN

N !
(4.34)
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Une id¶eeapproximativ e pour expliquer le facteur 1=N! est la suivante : suppo-
sonsque nous puissionsmettre une ¶etiquette µa chaque mol¶eculedu gaz. Alors
lesmol¶eculesdeviendraient discernableset la formulation (4.33) serait correcte.
Prenonsmaintenant en compte le fait que les mol¶eculessont indiscernables,le
comptage(4.33) fait ci-dessuscompte alors N ! fois le même¶etat, et la formu-
lation (4.34) permet de corriger ce "sur-comptage". 2

Des factorisations obtenues pour des particules identiques sansinteraction
(4.33) et (4.34), on d¶eduit les expressionssuivantes des fonctions thermodyna-
miques :

particules discernables

F = ¡ N kB T ln z (4.35)

U = ¡ N
@ln z

@̄
(4.36)

S = N kB ln z +
N kB T

z
@z
@T

(4.37)

¹ = ¡ kB T ln z (4.38)

particules indiscernables

F = ¡ N kB T ln
³ ze

N

´
(4.39)

U = ¡ N
@ln z

@̄
(4.40)

S = N kB ln
³ ze

N

´
+

N kB T
z

@z
@T

(4.41)

¹ = ¡ kB T ln
z
N

(4.42)

(ces formules sont pr¶esent¶ees comme un exemple et ne doivent pas être
m¶emoris¶ees)

4.4 Calcul de la fonction de partition µa un corps dans
les systµemes quantiques discrets

En g¶en¶eral dans les systµemesquantiques discrets de particules sans inter-
action, il est tr µes simple de calculer la fonction de partition µa une particule :
exemplesdesspins dansun solide,degr¶esde libert¶e de rotation ou de vibration
dans un gaz de mol¶eculespolyatomiques.Pour l'exemple desspins dans un so-
lide, l'application de la formule de la fonction de partition µa un corps conduit
µa :

z = ē ¹B + e¡ ¯ ¹B (4.43)

d'oµu la probabilit ¶e pour un spin d'être parallµele au champ :

Pk =
ē ¹B

ē ¹B + e¡ ¯ ¹B (4.44)

et la polarisation du milieu

M =
ē ¹B ¡ e¡ ¯ ¹B

ē ¹B + e¡ ¯ ¹B (4.45)

2En r¶ealit¶e, nous verrons plus tard qu'µa basse temp¶erature (µa d¶e¯nir), le problµeme du
comptage des¶etats des particules identiques est un peu plus complexe que ce que je pr¶esente
ici et que la formule (4.34) devient alors elle même incorrecte, car la description des ¶etats
quantiques comme des ¶etats factoris¶es n'est plus valable. Il faut alors faire appel aux "stati-
tistiques quantiques" : Bose-Einstein et Fermi-Dirac pour avoir le d¶enombrement correct des
¶etats quantiques. Il n'en reste pas moins que pour la plupart des gaz atomiques ou mol¶ecu-
laires jusqu'µa des temp¶eratures de l'ordre de 10K la formulation (4.34) donne une tr µes bonne
approximation de toutes les propri ¶et¶es thermodynamiques.
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4.5 Calcul de la fonction de partition µa un corps dans les systµemesque l'on
peut consid¶erer commecontinus

(voir T.D)

4.5 Calcul de la fonction de partition µa un corps dans
les systµemes que l'on peut consid ¶erer comme conti-
nus

Le titre de ce paragraphepeut apparâ³tre sibyllin, nous allons en fait exa-
miner dans ce paragraphe les systµemesdans lesquels le spectre des ¶energies
accessiblesest tellement denseque l'on peut n¶egliger la discr¶etisation quan-
tique microscopiquesous-jacente et remplacer dans le calcul de la fonction de
partition z, la sommesur les ¶etats par une int¶egrale.C'est une choseque l'on
peut typiquement faire quand la discr¶etisation quantique est tr µespetite devant
kB T.

4.5.1 Un exemple de systµeme µa spectre quasi-con tin u : les ¶etats
de translation des gaz

Examinons un premier exemple,le spectre d'¶energiede translation desmo-
l¶eculesdansun gaz.Pour desmol¶eculesde massem d'un gazcontenu dansune
bô³te de dimensionscaract¶eristiquesL , le quantum d'¶energiede translation est :

" =
h2

2mL 2 (4.46)

~ ' 10¡ 34M :K :S, m ' 10¡ 26kg, dans une bô³te de cot¶e L = 1cm, " ' 10¡ 38J
soit "=kB ' 10¡ 15K .

La quanti¯cation des niveaux d'¶energiede translation des mol¶eculesd'un
gaz est toujours n¶egligeabledevant les valeurs exp¶erimentalement atteignables
de kB T (que j'appellerai parfois le quantum thermique), et par suite quand
nous calculerons les propri¶et¶es thermodynamiques y a®¶erentes nous pourrons
toujours passerde la sommediscrµete donnant Z µa une int¶egrale.

4.5.2 Rapp el de math : Le passage d'une somme discr µete µa une
in t¶egrale

L'in t¶egralede a µa b d'une fonction f est dans le point de vue de Riemann,
la limite de la sommedesvaleursde la fonction sur une grille de points dont on
fait tendre le pas vers 0.

Z b

a
f (x)dx = l im n!1

(
b¡ a

n

"
nX

i =1

f (a + i
b¡ a

n
)

#)

(4.47)

4.5.3 Le passage d'une somme discr µete µa une in t¶egrale, pour le
calcul de Z : in tro duction de la densit ¶e d' ¶etats

Il nous reste µa appliquer cette d¶e¯nition pour transformer la sommesur les
¶etats quantiques µa une particule (Eq. 4.32) en une int¶egrale. L'¶energie d'une
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particule vaut :

² =
p2

2m
(4.48)

=
h2

2mL 2 (n2
x + n2

y + n2
z) (4.49)

oµu nx ; ny ; nz d¶ecrivent l'ensemble desentiers n¶egatifs ou positifs. Nous avons
d¶ejµa implicitement donn¶e la r¶eponseµa cette question lorsquenousavonscompt¶e
le nombre d'¶etats du gazparfait en microcanonique.Reprenant le mêmeraison-
nement, noustrouvonsquela sommequi intervient dansla fonction de partition
µa une particule peut être calcul¶eegrâceµa l'in t¶egrale:

X

nx ; ny ; nz

)
Z Z Z

V
h3 d3p (4.50)

Le facteur V
h3 que nous introduisons ici pour passerde la somme discrµete µa

l'in t¶egrale,mesurela densit ¶e d' ¶etats dans l'espace des impulsions . Dans
le cadrede cecours,celµa serale seulexemplesimple de densit¶e d'¶etats quenous
utiliserons : les¶etats propresdesparticules quenousconsidµererons(atomesdans
un gaz,photons, phonons)¶etant toujours desondesplanesquanti¯ ¶eesdansune
bô³te.

Remarque : dans le cas oµu l'¶energied¶epend ¶egalement de l'espace,nous
admettrons sansd¶emonstration que dans la limite de la statistique classique:

X

nx ; ny ; nz

)
Z Z Z Z Z Z

d3x d3p
h3 (4.51)

4.5.4 Les fonctions thermo dynamiques du gaz parfait monoato-
mique. Equipartition de l' ¶energie

L'in t¶egraletriple 3 de la fonction de partition µa une particule (4.32) s'¶ecrit :

z =
Z Z Z

V
h3 d3p e¡ ¯ p2

2m (4.52)

=
V
h3

µ Z 1

¡1
e¡ ¯ p2

x
2m dpx

¶ µ Z 1

¡1
e¡ ¯

p2
y

2m dpy

¶ µ Z 1

¡1
e¡ ¯ p2

z
2m dpz

¶
(4.53)

=
V
h3

µ Z 1

¡1
e¡ ¯ p2

2m dp
¶ 3

(4.54)

la quantit ¶e : h
µ

R1
¡1 e¡ ¯ p2

2m dp
¶ ¡ 1

a les dimensions d'une longueur. Elle

nous permet d'in tro duire une longueur microscopique caract ¶eristique,
la longueur d'onde thermique ¸ :

¸ = h
µ Z 1

¡1
e¡ ¯ p2

2m dp
¶ ¡ 1

(4.55)

¸ =
h

p
2¼mkB T

(4.56)

3 les atomes d'un gaz vivent dans un espaceµa 3 dimensions, pour un gaz absorb¶e sur un
solide, il s'agirait d'une int¶egrale double
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4.5 Calcul de la fonction de partition µa un corps dans les systµemesque l'on
peut consid¶erer commecontinus

grandeur qu'il est l¶egitime de consid ¶erer comme la " taille" d'un ¶etat
de translation quan tique d'une particule .4

Remarquonsque cette taille thermodynamique d'un ¶etat de translation d¶e-
crô³t avec la temp¶erature et la massedes particules. Plus l'atome est l¶eger et
froid, moins il est l¶egitime de le consid¶erer commeponctuel.

La longeur d'onde de translation d'un atome d'h¶elium 3 µa 1K est ¸ = 10 ºA :
elle est plus grande que la taille du nuage ¶electronique de l'atome qui est de
l'ordre de 3 ºA ("taille physico-chimique de l'atome"). Pour une mol¶eculed'azote
µa 300 K, ¸ = 0:26 ºA.

De la d¶e¯nition de la longueurd'onde thermique (4.56), on d¶eduit la fonction
de partition d'une particule :

z =
V
¸ 3 ; (4.57)

souscette forme il est ¶evident que z est un nombre sansdimension.
On obtient ensuite l'¶energielibre de N particules :

F = ¡ kB T ln
µ

zN

N !

¶
(4.58)

= N kB T ln(N=ez) (4.59)

= N kB T ln
µ

N ¸ 3

eV

¶
(4.60)

cequenousr¶e¶ecrirons¶eventuellement µa l'aide de la densit¶enum¶erique,n = N=V
(e est la basedes logarithmes n¶ep¶eriens) :

F = N kB T ln
µ

n¸ 3

e

¶
; (4.61)

le potentiel chimique s'¶ecrivant :

¹ = kB T ln
¡
n¸ 3¢

: (4.62)

Cesr¶esultats appellent desremarquesde natures di®¶erentes mais toutes tr µes
importantes :

{ L'¶energielibre d'un gaz parfait de mêmeque son potentiel chimique sont
dans les conditions standards desquantit ¶esn¶egatives( n¸ 3 ¿ 1 dans les
gazdanslesconditions standards, 5 10¡ 7 dansl'atmosphµereenconditions
S.T.P.). Du point de vue thermodynamique celµa traduit le fait que la
contribution entropique µa cesgrandeurs l'emporte sur la contribtion li¶ee
µa l'¶energieinterne (on rappelle que F = U ¡ TS).

{ Le potentiel chimique, qui mesurel'augmentation d'¶energielibre d'un sys-
tµemelorsqueon lui apporte une particule supplementaire, µa T et V ¯x ¶es,
est n¶egatif ! Ceci peut paraitre paradoxal, apporter une particule mono-
atomique thermalis¶ee µa la temp¶erature T, apporte en moyenne 3=2kB T

4Pour passer de l' ¶equation (4.55) µa l' ¶equation (4.56), on utilise le calcul de l'in t¶egrale
gaussienne,que nous avons d¶ejµa donn¶e dans le cadre de la description de la loi gaussienne.Si
vous n' êtescapablesde m¶emoriser qu'un de cesdeux r¶esultats je pr¶efµere que ce soit ce dernier
(4.56) qui permet de mieux comprendre la physique sous jacente.

35



Ensemble canonique

d'¶energie interne, mais la croissanceassoci¶ee de l'entropie fait plus que
contrebalancer cet e®etpurement ¶energ¶etique! Toutefois cet e®etentro-
pique d¶ecrô³t et le potentiel chimique du gaz parfait (Eq. 4.62) crô³t avec
la densit¶e num¶erique du systµemen.

{ ¸ 3 repr¶esente le volume moyen d'un ¶etat quantique microscopique,n¸ 3

repr ¶esente l'o ccupation moyenne des ¶etats quan tiques de trans-
lation . Cette quantit ¶e crô³t continuement quand la temp¶erature d¶ecroit.
Lorsquen¸ 3 » 1, il y a en moyenneun atome par ¶etat quantique : il faut
alors tenir compte du principe de Pauli (qui dit que deux fermions iden-
tiques ne peuvent setrouver dans le même¶etat quantique) et prendre en
compte de maniµereplus pr¶eciseque nous l'avons fait jusqu'ici le caractµere
d'indiscernabilit ¶e desparticules. Ceci nous conduira µa des lois moyennes
d'occupation des ¶etats quantiques µa bassetemp¶erature di®¶erentes de la
premiµere approximation que nous traitons ici et di®¶erentes pour bosons
et fermions. C'est ce que nous ferons dans les chapitres suivants traitan t
desstatistiques de Bose-Einsteinet de Fermi-Dirac.

"T h¶eorµeme d'Equipartition de l' ¶energie"
Utilisant la loi de probabilit ¶e fondamentale de l'ensemble canonique(4.7) et

la propri¶et¶ede factorisation, il est facile de calculer la valeur moyennede chaque
composante de l'¶energiecin¶etique de translation desatomesdu gaz parfait. La
premiµere¶etape consisteµa ¶ecrire la loi de probabilit ¶e de mesurer la valeur de la
quantit ¶e de mouvement ¡!p = (px ; py ; pz) µa dpx ; dpy ; dpz prµes:

dP =
1
z

V
h3 e¡ ¯

¡!p 2

2m dpx dpy dpz (4.63)

=
e¡ ¯

¡!p 2

2m dpx dpy dpz³ R1
¡1

R1
¡1

R1
¡1 e¡ ¯

¡!p 2
2m dpx dpy dpz

´ (4.64)

Cette loi de distribution de la probabilit ¶e est connue sousle nom de distribution
de Maxwell-Boltzmann. Utilisant cette loi il est tr µes simple de calculer par
exemplela composante selonx de l'¶energiecin¶etique :

p2
x

2m
=

1
z

V
h3

µ Z 1

¡1

p2
x

2m
e¡ ¯ p2

x
2m dpx

¶ µ Z 1

¡1
e¡ ¯

p2
y

2m dpy

¶ µ Z 1

¡1
e¡ ¯ p2

z
2m dpz

¶
(4.65)

=

µ
R1

¡1
p2

x
2m e¡ ¯ p2

x
2m dpx

¶

µ
R1

¡1 e¡ ¯ p2
x

2m dpx

¶ (4.66)

=
1
2

kB T (4.67)

On passetr µesais¶ement de l'¶equation (4.66) µa l'¶equation (4.67) en utilisant
les propri¶et¶esdesmoments de la loi gaussienne(Eqs : 3.15, 3.16).

On peut remarquer par suite de maniµere g¶en¶erale que tout degr¶e de libert¶e
qui intervient quadratiquement dans l'¶energiea pour valeur moyenne 1

2 kB T.
(C'est le contenu du th¶eorµemed'Equipartition de l'¶energieque vousavez¶etudi¶e
les ann¶eespass¶ees).
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4.6 Thermodynamique desgaz parfaits polyatomiques

Ce th¶eorµeme n'est vrai que dans la mesureoµu la quanti¯cation microsco-
pique de l'¶energiede translation est tr µespetite devant kB T (ce qui permet du
point de vue math¶ematique de passerde la sommeµa l'in t¶egrale). Du point de
vue physique ceci implique que le degr¶e de libert¶e correspondant est "totale-
ment excit¶e" (on dit encore "activ¶e"). Nous allons envisager dans ce qui suit
des situations, oµu les degr¶es de libert¶es ne sont pas "totalement activ¶es" voire
carr¶ement "gel¶es".

A titre d'exercicev¶eri¯er les r¶esultats ci-dessous:

S = ¡
@F
@T

(4.68)

S = ¡ N kB ln
¡
n¸ 3¢

+ 5=2N kB (4.69)

U = ¡
@ln Z

@̄
(4.70)

U =
3
2

N kB T (4.71)

¹ = kB T ln
¡
n ¸ 3¢

(4.72)

Etudier la d¶ependanceen temp¶erature et en densit¶e du potentiel chimique. Le
potentiel chimique desgazest n¶egatif dans lesconditions standard de temp¶era-
ture et de pressionet crô³t quand la temp¶erature d¶ecrô³t. Le potentiel chimique
augmente quand la densit¶e augmente.

Remarque : toutes les fonctions thermo dynamiques du gaz parfait
s'exprimen t en fait en fonction de deux quan tit ¶es, l' ¶energie in terne
par particule 3

2kB T et le coe±cien t n¸ 3, rapp ort du "volume N ¸ 3 oc-
cup ¶e par les N particules " au volume total disp onible V , cette quan-
tit ¶e est la quan tit ¶e centrale du comptage des ¶etats et par suite de
l'en tropie.

4.6 Thermo dyna mique des gaz parfa its poly atomiques

L'¶energiedesmol¶eculespolyatomiquesneser¶eduit pasµa l'¶energiede transla-
tion, elle comporte en plus de cette premiµere contribution destermes d¶ecrivant
le mouvement des noyaux dans le r¶ef¶erentiel barycentrique, mouvements qui
peuvent être analys¶es en termes de vibrations des distances internucl¶eaireset
de rotations des ¶edi¯ces mol¶eculaires.Si on analyse par ailleurs cette ¶energie
desmol¶eculesen remontant au niveaudesnoyaux et des¶electrons,on doit aussi
penserau terme d'¶energie¶electronique.

Une des id¶ees essentielles de la m¶ecanique statistique, est que dans une
gamme de temp¶erature donn¶ee les degr¶es de libert¶e interne peuvent être soit
gel¶es,soit partiellement ou totalement excit¶es(on dit ¶egalement thermiquement
activ¶es) .

Les¶echellesd'¶energiedesmol¶ecules,pertinentes pour la thermodynamique,
sont r¶esum¶eesdans la Table ci-dessus4.1 (oµu elles sont ¶evalu¶eesen Kelvin).
Nous aurions pu pousserencore plus loin l'analyse et introduire le quantum
d'¶energie relatif µa l'excitation d'¶electrons des couches internes, voire des nu-
cl¶eons.A causedu facteur de Boltzmann e¡ "=(kB T ) l'excitation thermique des
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Translation Rotation Vibration Electronique
10¡ 15 K 0,5 µa 85 K 500K µa 6000K » 15000K

Tab. 4.1 { Ordre degrandeursdes¶echellesmicroscopiquescaract¶eristiques"=kB

de l'excitation des divers degr¶es de libert¶e internes des atomes et mol¶ecules
polyatomiques

niveaux ¶electroniqueset a fortiori nucl¶eaire des mol¶eculesest tout µa fait n¶e-
gligeable : on dit dans ce contexte que ces degr¶es de libert¶e sont gel¶es5. A
l'autre bout de l'¶echelle des ¶energiescaract¶eristiques, comme nous l'avons vu
dans le paragraphepr¶ec¶edent, les degr¶esde libert¶e de translation sont toujours
totalement excit¶es.

Lescontributions µa l'¶energied'une mol¶eculepolyatomique, pertinentes pour
la thermodynamique, ser¶eduisent donc en g¶en¶eral µa :

Emol = E tr + Er ot + Evib: (4.73)

On peut en e®eten g¶en¶eral d¶ecouplerlesdivers termesde l'¶energieet factoriser
dans la fonction d'onde les contributions d¶ecrivant les divers types de mouve-
ment ci dessus.De ce fait la fonction de partition d'une mol¶ecules'¶ecrit comme
le produit desfonctions departition relativesµa chacundestypesdemouvement :

z = ztr : zr ot : zvib (4.74)

et les fonctions thermodynamiquescommela sommedescontributions relatives
µa chaque degr¶e de libert¶e. La fonction de partition de translation ztr a ¶et¶e
¶etudi¶ee dans le paragraphe pr¶ec¶edent (Eq. 4.57). Nous allons ¶etudier les deux
autres contributions dans les paragraphesqui suivent.

4.6.1 Con tribution des rotations µa la thermo dynamique des mo-
l¶ecules poly atomiques

Les propri¶et¶es de rotation des mol¶ecules polyatomiques d¶ependent de la
constitution de leur ¶edi¯ce : h¶et¶eropolaires ou homopolaires lin¶eairesou mol¶e-
cules tridimensionnelles. Dans les deux premiers cas, il n'y a que deux degr¶es
de libert¶e interne de rotation : les rotations autour de deux axes perpendicu-
laires µa l'axe internucl¶eaire. Dans le troisiµemecas, il y a trois degr¶esde libert¶e
de rotation. Nous allons ¶etudier en d¶etail le cas le plus simple de la mol ¶ecule
diatomique h¶et¶eron ucl ¶eaire et nous donneronssimplement le r¶esultat pour
les deux autres casqui sont un peu plus complexes.

Lesmol¶eculesdiatomiquesh¶et¶eronucl¶eaires,ont deux degr¶esde libert¶escor-
respondant µa la possibilit¶e de mouvement autour de deux axes ind¶ependants
perpendiculairesµa l'axe internucl¶eaire de la mol¶ecule.L'hamiltonien d¶ecrivant
ce mouvement s'¶ecrit :

H r ot =
L 2

2I
(4.75)

5Dans un m¶etal, l'ordre de grandeur du travail d'extraction d'un ¶electron pouvant être
beaucoup plus faible, on observe des excitations thermo-¶electroniques.
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4.6 Thermodynamique desgaz parfaits polyatomiques

oµu L est le moment cin¶etique orbital et I le moment d'inertie de la mol¶ecule.Les
¶etats propres du moment cin¶etique, d¶ependent de deux nombres quantiques : l
et m. Ils sont tels que :

L 2 jl ; mi = l(l + 1) ~2 jl ; mi (4.76)

L z jl ; mi = m ~jl ; mi (4.77)

oµu l peut prendre toutes lesvaleursenti µerespositivesou nulle et m est un entier
tel que :

¡ l · m · l : (4.78)

Les ¶energiespropres sont de la forme

Er ot(l ) =
l(l + 1) ~2

2I
: (4.79)

Compte tenu de (4.78), il y a (2l + 1) ¶etats d'¶energieE(l). On dit encoreque
l'¶etat d'¶energie E(l) est (2l + 1) fois d¶eg¶en¶er¶e. La quantit ¶e " r ot = ~2

2I est le
quantum d'¶energiede rotation donn¶e dans la table 4.1.

Par suite la fonction de partition de rotation s'¶ecrit :

zr ot =
1X

l=0

+ lX

m= ¡ l

e¡ ¯ E (l ) (4.80)

=
1X

l=0

(2l + 1)e¡ ¯ l ( l +1) ~2

2I (4.81)

Aux temp¶eraturesusuellesl'¶energiecaract¶eristique de rotation est petite ou
tr µes petite devant la temp¶erature " r ot < kB T (voir Table 4.1) et par suite on
peut passerde la sommeci-dessusµa l'expression int¶egrale:

zr ot =
Z 1

0
dl (2l + 1)e¡ ¯ l ( l +1) ~2

2I (4.82)

=
kB T
" r ot

(4.83)

D'oµu la contribution de la rotation µa l'¶energieinterne (idem pour l'¶energielibre)

ur ot = ¡
@ln zr ot

@̄
= kB T (4.84)

Dans ce probl µeme oµu il y a deux degr ¶es de lib ert ¶e quadratiques (rota-
tions autour de 2 axes perp endiculaires), qui ont un spectre d' ¶energie
varian t de z¶ero µa l'in¯ni, on constate, comme c'¶etait le cas pour la
translation, que chaque degr ¶e de lib ert ¶e contribue µa l' ¶energie in terne
pour 1

2kB T.
Ce r¶esultat reste valable µa temp¶erature kB T > " r ot pour les mol¶eculesdi-

atomiques homopolaires et pour les mol¶eculespolyatomiques lin¶eairesqui ont
toutes deux degr¶es de libert¶e (il y a quelquessubtilit ¶esdans la d¶emonstration
de ce r¶esultat que nous n'¶evoqueronspas ici).
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Pour lesmol¶eculestri-dimensionnelles,qui ont trois degr¶esde libert¶e interne
la contribution de la rotation µa l'¶energieinterne est de 3=2kB T.

Nousretiendronsqu'aux temp¶eraturesusuellesla contribution de la rotation
µa la chaleur speci¯que des mol¶eculesest de kB pour les mol¶eculeslin¶eaireset
3=2kB pour les mol¶eculespolyatomiques tridimensionnelles.

4.6.2 Con tribution des vibrations µa la thermo dynamique des
mol ¶ecules poly atomiques

L'¶energie caract¶eristique des vibrations est beaucoup plus grande que les
¶energiesde rotations et dans de nombreusessituations les degr¶esde libert¶e de
vibration nesont quepartiellement activ¶es,commenousallons le voir ci-dessous.
La vibration internucl¶eaire d'une mol¶eculediatomique se d¶ecrit commeun os-
cillateur harmonique de pulsation ! = " vib=~. Les niveaux d'¶energied'un tel
oscillateur sont non d¶eg¶en¶ereset varient avec leur nombre quantique n comme:

Evib(n) = (n + 1=2)~! (4.85)

oµu n peut prendre toutes les valeurs enti µerespositives ou nulle. De ce fait la
fonction de partition de la vibration s'¶ecrit6 :

zvib =
1X

n=0

e¡ ¯ (n+1 =2)~! (4.87)

= e¡ ¯ ~! =2 1
1 ¡ e¡ ¯ ~! (4.88)

=
1

2sh(¯ ~! =2)
: (4.89)

On en d¶eduit la contribution de la vibration µa l'¶energieinterne de la mol¶ecule:

uvib = ¡
@ln zvib

@̄
(4.90)

=
~!
2

coth
¯ ~!

2
: (4.91)

(4.92)

Cette ¶energie interne vaut 1=2~! µa T = 0 (c'est l'¶energie de point z¶ero de
l'oscillateur quantique), et elle tend vers kB T quand l'¶energie thermique est
tr µesgrandedevant l'¶energiecaract¶eristique de la vibration. Ce qui est rare pour
ce problµeme.7

6On utilise dans ce calcul, la somme de la s¶erie g¶eom¶etrique :

1X

n =0

qn =
1

1 ¡ q
si q < 1 (4.86)

7A nouveau cette limite haute temp¶erature peut être comprise dans le cadre classiquede
l' ¶equipartition de l' ¶energie. L' ¶energie classiqued'un oscillateur harmonique µa une dimension
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4.7 Conclusion du chapitre

La contribution µa la chaleur sp¶eci¯que :

cvib =
@uvib

@T
(4.94)

= k
(¯ ~! =2)2

sh2(¯ ~! =2)
: (4.95)

Etudier les limites basseet haute temp¶erature de cette contribution. Noter

que cvib » kB

h
~!

kB T

i 2
e¡ ¯ ~! est pratiquement nulle tant que la temp¶erature est

inf¶erieure µa " vib=(5kB ), c'est µa dire dans la plupart dessituations thermodyna-
miquesusuelles.Noter ¶egalement quedanscedomainede temp¶erature cvib varie
exponentiellement avec la temp¶erature, selon la formule g¶en¶erale d'Arrh ¶enius

/ e
¡

" v ib
k B T .

4.7 Conclusion du chapitre

Dans cechapitre nousavonsdonn¶e l'expressionde la loi de probabilit ¶e d'un
macro-¶etat d'un systµemeS (Eq. 4.7) en fonction de sescaract¶eristiquespropres
et de la temp¶erature du thermostat avec lequel il est en contact. Nous avons
montr ¶e que toutes les grandeurs thermodynamiques pouvaient s'exprimer de
maniµere compacteµa l'aide de la fonction de partition Z (Eq. 4.9). Nous avons
ensuite montr ¶e que pour dessystµemesde particules identiques sansinteraction
la fonction Z pouvait se factoriser en produits de fonctions de partition µa une
particule (Eqs. 4.33, et 4.34). En¯n nous avons montr ¶e comment calculer cette
fonction de partition µa 1 corps dans le cas d'un spectre d'¶energie discret et
dans celui d'un spectre quasi continu. Nous avons ensuite¶etudi¶e la fonction de
partition de l'¶energiede translation desatomesou mol¶eculesd'un gaz parfait,
puis la description des propri¶et¶es statistiques des gaz polyatomiques associ¶ees
µa leurs degr¶esde libert¶e internes.

de pulsation ! est la somme de deux termes quadratiques respectivement en px et x :

E class
v ib =

p2
x

2m
+

kx2

2
(4.93)

avec! 2 = k
m . En valeur moyennesur la distribution canoniquechacun destermes quadratiques

de l' ¶energie contribue kB T=2.
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Cha pitre 5

Thermo dy nami que des
vibra ti ons du r¶eseau cri sta l l in
des sol ides (phonons ).

5.1 Position du probl µeme

La chaleur sp¶eci¯que des isolants a ¶et¶e ¶etudi¶ee dµes le 19 iµeme siµecle. Du-
long et Petit sont arriv¶es dµes 1819 µa la conclusion qu'µa haute temp¶erature la
capacit¶e calori¯que d'un solide isolant est une constante. Lorsque l'on refroi-
dit le mat¶eriau la chaleur sp¶eci¯que d¶ecroit. A bassetemp¶erature cette chaleur
sp¶eci¯que varie commeT 3. L'ob jet de ce chapitre est d'essayer de trouver une
mod¶elisation des degr¶es de libert¶e interne de cesisolants qui rende compte de
cesr¶esultats exp¶erimentaux. Pour cefaire nousutiliserons l'approche historique
pour montrer sur cet exemplecomment progressela connaissancepar essaiset
erreurs.

L'isolant µa T = 0 est suppos¶e être dans une structure cristalline oµu les
atomes ou mol¶eculesqui le composent sont dispos¶es selon un r¶eseaur¶egulier.
Lorque l'on chau®ele r¶eseaules atomes peuvent être mis en mouvement au-
tour de leur position d'¶equilibre. Nous allons successivement mettre en oeuvre
desdescriptions de plus en plus ra±n ¶eesde cette dynamique pour comprendre
l'origine de la chaleur sp¶eci¯que.

5.2 Le mo dµele de champ moyen le plus simple

Dans l'approche la plus simple on se concentre sur un atome et on ¶etudie
sesmouvements possiblesautour de sa position d'¶equilibre. L'atome consid¶er¶e
interagit avec tous sesvoisins qui crµeent une ¶energiepotentielle moyenneµa son
site. Si on fait l'hypothµese simpli¯catrice que l'environnement est sph¶erique
autour de cet atome, l'¶energiepotentielle que l'atome ressent lorsqu'il s'¶ecarte
d'une distance r petite de sa position d'¶equilibre est de la forme (au premier
ordre non nul en r) :

Epot(r ) = E0 +
®
2

r 2 (5.1)
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oµu E0 est une constante qui mesurel'¶energiede liaison de l'atome dans le solide
µa T = 0, le terme lin¶eaire en r est par d¶e¯nition nul (car la position r=0 est la
position d'¶equilibre de l'atome), et la constante ® mesurel'in tensit¶e de la force
de rappel vers la position d'¶equilibre. L'¶energietotale de l'atome dans une telle
situation est :

E tot (r ) =
p2

2m
+ E0 +

®r 2

2
(5.2)

A une constante prµes cette ¶energieet les mouvements correspondants sont la
somme de trois mouvements d'oscillation selon les directions x, y, z avec la
pulsation ! =

p ®
m

Si l'¶energie thermique est tr µes grande devant la pulsation des oscillations
kB T ¸ ~! , on peut calculer la fonction de partition de maniµere classique
(Eq.4.51) :

z =
Z Z Z Z Z Z

d3r d3p
h3 exp

½
¡ ¯

µ
®r 2

2
+

p2

2m

¶¾
(5.3)

=
1
h3

Z Z Z
d3r exp

½
¡ ¯
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2

¾Z Z Z
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½
¡ ¯
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2m

¾
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=
·

1
h

Z
dx exp

½
¡ ¯
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2

¾ Z
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½
¡ ¯

p2

2m

¾¸3

(5.5)

=
·

1
h

r
2¼
¯ ®

r
2¼m

¯

¸ 3

(5.6)

=
·

kB T
~!

¸ 3

(5.7)

et on retrouve une ¶energiemoyenne par oscillateur µa trois dimensions¶egaleµa
3kB T ( c'est le th¶eorµemed'¶equipartition de l'¶energiepour desvariablesquadra-
tiques). Ce qui donne bien la loi de Dulong et Petit et une chaleur sp¶eci¯que
¶egaleµa 3kB par particule. Cette limite classiquehaute temp¶erature ne donne
pas la d¶ecroissancede la chaleur sp¶eci¯que observ¶eeµa plus bassetemp¶erature.

5.3 Mo dµele d'Einstein

C'est Einstein (1907) qui fait remarquerque lesvibrations de la position des
atomesdans le solide doivent être trait ¶eesde maniµere quantique. Ceci conduit
au modµeled'oscillateur harmonique quantique d¶eja ¶etudi¶e dans le chapitre pr¶e-
c¶edent et qui donne les r¶esultats suivants :

zE ins: =

"
1X

n=0

e¡ ¯ (n+1 =2)~!

#3

(5.8)

(5.9)

=
·

1
2sh(¯ ~! =2)

¸ 3

: (5.10)
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uE ins: = ¡
@ln zE ins:

@̄
(5.11)

= 3
~!
2

coth
¯ ~!

2
: (5.12)

(5.13)

et la chaleur sp¶eci¯que par atome du r¶eseau:

cE ins: =
@uE ins:

@T
(5.14)

= 3kB
(¯ ~! =2)2

sh2(¯ ~! =2)
: (5.15)

Dans la limite haute temp¶erature on retrouve bien lesr¶esultats de la th¶eorie
classiqueci-dessusc = 3kB par particule, et danscemodµelela chaleur sp¶eci¯que
µa bassetemp¶erature secomporte comme:

CB :T: »
[~! ]2

kB T2 e¡ ¯ ~! (5.16)

Ce modµele est meilleur que le modµele classiquecar la prise en charge de la
discr¶etisation quantique de l'¶energied'un oscillateur permet de voir qu'µa basse
temp¶erature les degr¶es de libert¶e se gµelent et la chaleur sp¶eci¯que d¶ecroit. Le
comportement en exponentielle µa bassetemp¶erature trouv¶e dans ce modµele est
caract¶eristique de la discr¶etisation microscopiquedu spectre quantique de l'os-
cillateur harmonique.L'¶energied'activation du problµeme(t ypique d'une formule
d'Arrhenius) est le quantum de vibration de l'oscillateur harmonique : l'ordre
de grandeur r¶ealiste de cette ¶energiecaract¶eristique devrait être compris entre
quelquesdizaines voire quelquescentaines de Kelvin. Or dans cette plage de
temp¶erature leschaleurssp¶eci¯ques exp¶erimentales secomportent en T 3 et non
en exponentielle : ceci nous prouve que la description d'Einstein desdegr¶esde
libert¶e de basse¶energie comme vibrations individuelles des atomes n'est pas
valable.

C'est Debye en 1912qui proposela solution correcte.

5.4 Mo dµele de Debye

Le modµeled'Einstein considµerelesmouvements individuels de chaqueatome
atour de sa position d'¶equilibre commedesmouvements d'oscillation ind¶epen-
dants. Il est bien clair que cette id¶eeest tr µesbrutale et inad¶equatepour d¶ecrire
lesmouvements d'¶energielesplus bas. Il y a plusieurs fa»consde s'en convaincre.
Un premier ¶element de r¶e°exion consisteµa remarquer que les mouvements des
atomesprochesvoisinssont coupl¶espar l'¶energiepotentielle d'in teraction. Vous
savez que si l'on introduit un couplage entre deux oscillateurs de fr¶equence
propre ! 0, le systµemecoupl¶e a deux fr¶equencespropresqui sont respectivement
inf¶erieures et sup¶erieures µa la fr¶equencedes oscillateurs individuels ! 0. Ceci
se g¶en¶eralise pour un systµeme de N atomes dont les degr¶es de libert¶e internes
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Thermodynamique desvibrations du r¶eseaucristallin dessolides(phonons).

peuvent être d¶ecrits comme3N oscillateurs collectifs avec a priori 3N ¡ 3 fr¶e-
quencesd'oscillations distinctes, dont certainespeuvent de cefait être beaucoup
plus petites que la fr¶equenced'oscillation d'un oscillateur isol¶e 1.

Une deuxiµeme fa»con plus intuitiv e de r¶e°¶echir µa ce problµeme consiste µa
remarquer que si l'on corrµele les mouvements desatomesvoisins on peut dimi-
nuer l'in tensit¶e desforcesde rappel et donc tout en restant dansune description
quantique diminuer l'¶energiedespremiµeresoscillations : cesmouvements quasi-
synchronis¶esne sont rien d'autres que les ondessonoresqui sepropagent dans
le solide.

Ce sont e®ectivement cesondessonoresqui sont les premiers ¶etats excit¶es
du r¶eseaud'atomes. Ces modes acoustiquesd'oscillations sont des ondespro-
gressives caract¶eris¶eespar leurs vecteurs d'ondes k dont les composantes sont
quanti¯ ¶eeset de la forme

(kx ky kz) = (nx
2¼
L x

; ny
2¼
L y

; nz
2¼
L z

): (5.17)

Lespulsationspropresdecesmodessonoresd¶ependent de leurs vecteursd'onde.
(On appelle en physique du solide la fonction ! (k) la relation de dispersion).
Pour les petits vecteurs d'onde (c'est a dire les grandes longueurs d'onde de
taille macroscopiqueou m¶esoscopique),la relation de dispersion est en g¶en¶eral
lin¶eaire en k

! (k) = ck: (5.18)

Dans l'¶equation ci-dessuson a fait l'hypothµesesimpli¯catrice que le milieu ¶etait
isotrope, ou encoreque la vitessedu son¶etait la mêmedanstoutes lesdirections
de l'espace.En r¶ealit¶e dans un solide il y a en g¶en¶eral une di®erenceentre la
propagation desondeslongitudinales (oscillations parallµelesau vecteur d'ondes
~k) et les ondestransversales(oscillations perpendiculairesau vecteur ~k) 2.

La vitessec des ondesacoustiquesd¶epend du milieu : l'ordre de grandeur
de la vitessedu son dans les milieux usuelsest de quelquescentaines de m:s¡ 1.

Compte tenu desvaleursdesvecteursd'ondeslesplus petits O( 2¼
N ) (eq. 5.17)

l'¶equation (5.18) conduit µa l'estimation suiv ante du quan tum d' ¶energie
de ces mo des collectifs dans un solide de L = 1cm de cot¶e :

~! min » ~
2¼
L

c (5.19)

» 2¼10¡ 29J; (5.20)

soit en kelvins de l'ordre de 10¡ 6 ¡ 10¡ 5K . A ce jour les vibrations d'un solide
n'ont jamais ¶et¶e µa ma connaissancerefroidis et ¶etudi¶esµa si bassetemp¶erature en
laboratoire. De ce fait, la discr¶etisation du spectre n'est pas visible sur les don-
n¶eesde chaleur sp¶eci¯que dessolideset le moment venu une approche continue
de cesdegr¶esde libert¶e sera justi¯ ¶ee.

1Le nombre 3N ¡ 3 provient du comptage du nombre de degr¶esde lib ert¶e interne : N atomes
ont 3N degr¶es de lib ert¶e, mais dans un solide trois quantit ¶es sont ¯x ¶eesde maniµere solidaire
ce sont les composantes de la position du centre de gravit ¶e.

2Dans les gaz seuls les modes longitudinaux se propagent.
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5.4 Modµele de Debye

Avant d'arriv er µa cette approximation continue il nous faut travailler un
peu sur la version discrµete des premiers niveaux d'¶energiede cet ensemble de
N oscillateurs coupl¶es. En admettant donc que l'on peut d¶ecrire ces niveaux
d'¶energiecommeceux de 3N oscillateurs collectifs de pulsations ! (k), l'¶energie
totale du systµemeest de la forme :

E = E0 +
X

~k

X

n~k

~! (k)(n~k + 1=2) (5.21)

oµu la sommesur les vecteurs~k court sur les 3N modescollectifs et pour chaque
oscillateur le nombre entier positif ou nul n~k varie de 0 µa l'in¯ni. La fonction de
partition de ce systµemes'¶ecrit donc

Z = e¡ ¯ E0
Y

~k

z~k (5.22)

oµu

z~k =
1X

n=0

e¡ ¯ (n+1 =2)~! (~k) (5.23)

= e¡ ¯ ~! (~k)=2 1

1 ¡ e¡ ¯ ~! (~k)
(5.24)

=
1

2sh(¯ ~! (~k)=2)
: (5.25)

Nous avons d¶evelopp¶e ici les mêmescalculs que pour un oscillateur unique
(voir Eq. 4.89).

On en d¶eduit l'¶energiemoyennedu systµeme:

U = ¡
@

@̄
ln Z (5.26)

= E0 +
1
2

X

~k

~! (~k) +
X

~k

~! (~k)

exp
h
¯ ~! (~k)

i
¡ 1

(5.27)

Les deux premiers termes du secondmembre ne d¶ependent pas de la temp¶e-
rature et ne se manifesteront pas dans la chaleur sp¶eci¯que : nous les oublie-
rons par la suite dans une red¶e¯nition du z¶ero des¶energies.Le troisiµemeterme
contient toute la variation en temp¶erature de l'¶energieinterne desvibrations du
solide : c'est sur le calcul de ce troisiµemeterme que nousallons nousconcentrer
maintenant.

Nous ferons trois approximations successives. La premiµere approximation
consisteµa d¶ecrire la distribution en pulsation des oscillateurs comme une dis-
tribution continue (nous avons discut¶e plus haut de la pertinencede cette app-
proximation) et de passerde la sommesur tous les vecteursd'ondesaccessibles
µa une int¶egrale:

X

~k

!
V

(2¼)3

Z
d3k (5.28)

47



Thermodynamique desvibrations du r¶eseaucristallin dessolides(phonons).

La secondequestionpos¶eeconcernelesbornesde cette int¶egration : contrai-
rement au cas des degr¶es de libert¶e de translation des atomes que nous avons
d¶eja ¶etudi¶e, ou µa celui desphotons, le nombre de vecteursd'onde donnant des
modesde vibrations physiquement distincts est limit ¶e : nousavonsdiscut¶e plus
haut que le nombre d'oscillateurs distincts ¶etait de l'ordre de 3N. Il faut donc
limiter la somme sur les vecteurs d'ondes µa un vecteur d'onde maximum kD

(avec l'indice D pour Debye) tel que3 :

V
(2¼)3

Z kD

0
4¼k2dk = N (5.29)

soit

kD =
µ

6¼2 N
V

¶ 1
3

(5.30)

Remarquonsque l'ordre de grandeur de ce vecteur d'onde maximum de Debye
est de 2¼

a oµu a est la distance interatomique dans le mat¶eriau. Ce r¶esultat fait
sens: on retrouvedanscette bornesup¶erieurela description d'un comportement
certescollectif maisqui pr¶esente deviolentesvariations µa l'¶echelle interatomique.
On ne serapas¶etonn¶e de trouver que la pulsation correspondante est de l'ordre
de celle que l'on aurait attribu ¶e a priori dans un modµele d'Einstein.

La troisiµemeapproximation consisteµa calculer l'¶energiemoyenne(eq. 5.27),
en supposant que pour tout vecteur k la relation de dispersion ! (k) est lin¶eaire
en k. Ceci n'est pasvrai pour lesgrandsk au voisinagedu vecteur d'onde de De-
bye, mais l'in°uence de cette approximation sur le comportement despropri¶et¶es
thermodynamiques est n¶egligeable.La raison en est la suivante : ces¶etats de
grands vecteurs d'ondes (et de petites longueurs d'ondes) ne sont excit¶es qu'µa
des temp¶eratures ¶elevµees.Or nous avons d¶ejµa vu qu'aux temp¶eratures grandes
devant le quantum de discr¶etisation, la quantit ¶e qui d¶etermine essentiellement
la chaleur sp¶eci¯que est le nombre de degr¶es de libert¶es. La contrain te (5.30)
imposela valeur correcte du nombre de degr¶esde libert¶es.

Cestrois approximations faites, le terme de l'¶energieinterne qui d¶epend de
la temp¶erature s'¶ecrit :

U(T) = 3
V

(2¼)3

Z kD

0
4¼k2dk

~ck
exp(¯ ~ck) ¡ 1

(5.31)

= 9N kB T
µ

T
TD

¶ 3 Z TD
T

0

x3dx
ex ¡ 1

(5.32)

Les¶equationsci-dessusont ¶et¶e¶ecritesenintroduisant desquantit ¶esa-dimensionn¶ees
et enparticulier la temp¶erature deDebyequi mesure(en kelvins) l'¶energiemaxi-
male du spectre desvibrations i.e ; kB TD = ~ckD .

On d¶eduit de cesr¶esultats la capacit¶e calori¯que desvibrations du solide :

C = 9N kB

µ
T

TD

¶ 3 Z TD
T

0

x4exdx
(ex ¡ 1)2 : (5.33)

3nous travaillons toujours dans l'h ypothµeseisotrope, la disparition du facteur 3 provient
du fait que pour un vecteur d'onde donn¶e il y a une onde longitudinale et deux transverses
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5.4 Modµele de Debye

Attention la fa»con la plus simple de faire cecalcul consisteµa d¶eriver par rapport
µa la temp¶erature l'¶equation (5.31), puis µa e®ectuerle même changement de
variable que dans le calcul de l'¶energie.

Les limites haute et bassetemp¶erature de l'¶equation (5.33) sont respective-
ment :

l im T >>T D C = 3N kB (5.34)

l im T <<T D C =
12¼4

5
N kB

µ
T

TD

¶ 3

(5.35)

Les temp¶eratures de Debye d¶etermin¶eesµa partir descomportement µa basse
temp¶erature de la chaleur sp¶eci¯que des corps suivants valent (en kelvins ) :
Ne : 63; Na : 150; Ca : 230; Cu : 315; NaCl : 321; Fe : 420. (ordre de grandeur
r¶ealiste la centaine de kelvins ).

Ce qui est bien coh¶erent avec des vitessesdu son de quelquescentaines µa
mille m:s¡ 1.

49



Thermodynamique desvibrations du r¶eseaucristallin dessolides(phonons).

50



Cha pitre 6

Equi l ibre de phases et
poten ti el chi mi que.
Transiti ons de phases

Nous avons jusqu'ici ¶etudi¶e essentiellement dessystµemessansinteractions :
gazparfaits, assembl¶eesde spins dansun ¶etat paramagn¶etique. L'in t¶er̂et de ces
systµemesestqu'ils conduisent µa descalculssimples,qui permettent cependant de
comprendreun certain nombre de conceptsimportants dont la validit ¶e d¶epasse
parfois le cadre du modµele dans lequel ils ont ¶et¶e introduits.

C'est par exemplele casde la temp ¶erature absolue qui vous a ¶et¶e intro-
duite il y a quelquesann¶eescommeune mesure de l' ¶energie cin ¶etique du
gaz parfait . La compr¶ehensionque nousavonsmaintenant de la statistique de
Maxwell Boltzmann nous prouve que cette d¶e¯nition microscopiquereste va-
lable pour desgaz avec interactions, tant que l'¶energiecin¶etique microscopique
de chaqueparticule reste ¶egaleµa p2

2m .
Nous avons aussi compris qu'en pr¶esenced'in teractions microscopiquesil

faut tenir comptedu terme d' ¶energie poten tielle d'in teraction . Cecimodi¯e
la fonction de partition en introduisant dans l'¶energie totale du systµeme des
termesd¶ependant de la position desparticules dansl'espace.Par suite l'¶equation
d'¶etat d'un tel systµeme(obtenueen d¶erivant la fonction de partition par rapport
au volume) d¶epend des interactions.

Les interactions sont µa l'origine de l'existence des systµemesmat¶eriels sous
les trois phases: solide, liquide, gaz. C'est sur la ph¶enom¶enologiedesphaseset
des transitions de phasesque nous revenonsmaintenant, pour les discuter µa la
lumiµere de ce que nous avons appris jusqu'ici dans ce cours.

6.1 Cha ngement de phases d'un corps pur : observa-
tions

Nous avons jusqu'ici essentiellement ¶etudi¶e des corps purs (c'est-µa-dire des
systµemescontenant une seule espµece chimique) sous une seule phase (gaz ou
solide). Dans cesconditions la pressionP du corps est fonction de son volume
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V et de sa temp¶erature T, qui sont deux variables ind ¶ependan tes. Un ¶etat
du systµemeest d¶e¯ni par un point dans le systµemed'axes (P; V; T), et dans ce
repµere l'ensemble des¶etats d'un corps pur est d¶e¯ni par une surfaced¶ecrivant
l'¶equation d'¶etat du corps pur P = Á(V; T).

Si le systµeme est tr µes peu dense(ce qui est le cas µa faible pression, pour
des temp¶eratures pas trop basses)le comportement de tous les gaz r¶eelstend
vers celui du gaz parfait. Le comportement du gaz r¶eel s'¶eloigne de celui du
gazparfait lorsqu'on augmente la pression.L'explication en est microscopique:
une augmentation de pressionµa temp¶erature constante implique une augmen-
tation du nombre de mol¶eculespar unit ¶e de volume. Lesmol¶eculessont donc en
moyenneplus procheslesunesdesautres et par suite l'e®etde leurs interactions
mutuelles crô³t.

Selon la temp¶erature (c'est-µa-dire, en statistique de Maxwell-Botzmann se-
lon l'¶energiecin¶etique desparticules), l'e®et moyen de cesinteractions est di®¶e-
rent. A haute temp¶erature (T = T1, ¯gure 6.1), cesont lesinteractions r¶epulsives
qui l'emportent : la valeur du produit P V

N kB T est sup¶erieure µa la valeur calcul¶ee
pour le gazparfait, lesmol¶eculesµa une pressiondonn¶eeoccupent un plus grand
volume que le gazparfait. A bassetemp¶erature (T = T3), la situation est inver-
s¶ee: l'e®et moyen desinteractions est attractif, ce qui conduit µa la liqu¶efaction
du gaz.

Fig. 6.1 { Isothermes d'un corps pur dans les diagrammes d'Amagat et de
Clapeyron

Suivons les caract¶eristiques de cette transition de phase µa la fois dans
le diagramme d'Amagat et dans celui de Clapeyron (¯gure 6.1). Consid¶erons
une compressionisotherme du gaz µa la temp¶erature T3 : partant d'un ¶etat
gazeuxdu corps pur, repr¶esent¶e dans les deux diagrammespar le mêmepoint
A, on fait subir au systµeme une compressionisotherme. En B, il apparâ³t une
premiµere goutte de liquide en ¶equilibre avec la vapeur. Si l'on poursuit l'e®ort
pour diminuer le volume du systµeme, le volume diminue mais la pressionreste
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6.2 Discontinuit ¶esdespropri¶et¶esphysiquesµa une transition de phasedu
premier ordre

¯x ¶eeµa Pl (T3) : la diminution de volume est li¶eeau passagede mol¶eculesde la
phasegazeuseoµu elles occupent le volume molaire vg µa la phase liquide plus
denseoµu ellesoccupent le volume molaire vl (vl < vg). Tant qu'il y a coexistence
du gaz et du liquide, la pressionreste ¯x ¶eeµa la valeur Pl (T3) appel¶eepression
(ou encoretension) de vapeur saturante µa la temp¶erature T3 ; le volume molaire
vg du gaz,commecelui vl du liquide encoexistencerestent ¶egalement inchang¶es.
Pl (T); vg(T) et vl (T) ne d¶ependen t que de la nature chimique du corps
consid ¶er¶e et de la temp ¶erature.

Si l'on continue µa diminuer le volume toutes les mol¶eculespassent µa l'¶etat
liquide, c'est le casau point C. Alors la pressionredevient fonction du volume
et de la temp¶erature (branche CD). 1 En poursuivant la compressionjusqu'en
D, on atteint l'¶etat d'¶equilibre liquide-solide µa la pressionPs(T3) oµu on observe
un palier de solidi¯cation DE qualitativ ement identique µa celui quenousvenons
de d¶ecrire pour la liqu¶efaction.

Poin t critique. Il y a lieu de remarquer (par exemplesur le diagrammede
Clapeyron ¯gure 6.1) que, lorsquela temp¶erature crô³t, le palier de liqu¶efaction
est de plus en plus court : ce qui signi¯e que le volume molaire du liquide
v1 se rapproche du volume molaire du gaz vg, liquide et gaz en coexistencese
"ressemblent" de plus en plus. Il existeen fait une temp¶erature limite Tc appel¶ee
temp¶erature critique, µa partir de laquelle on ne peut plus faire de distinction
entre les deux phases°uides. Pour les temp¶eraturessup¶erieuresµa Tc, lorsquela
pressionaugmente il n'y a plus de s¶eparation entre une phasegazeuseet une
phaseliquide : il ne seproduit qu'une modi¯cation continue despropri¶et¶esdu
corpsobserv¶e.Lespropri¶et¶esdu point critique sont extrêmement spectaculaires,
par exemple l'opalescencecritique. La th¶eorie des transitions critiques a fait
l'ob jet de tr µesnombreux travaux danslesvingt cinq derniµeresann¶ees.K. Wilson
a re»cu en 1980le prix Nobel pour une importante contribution µa la solution de
ce problµeme.

6.2 Discon tin uit ¶es des propri ¶et¶es physiques µa une
tra nsition de phase du premier ordre

Lorsquepar compressionon arrive au point B (ou au point D), on n'assiste
pas µa une ¶evolution douce du systµeme, mais µa une transition franche avec des
discontinuit ¶es : la phase de massevolumique vg donne naissance,µa P et T
constants, µa une phase di®¶erente plus dense,de massevolumique vl , qui en
pr¶esencede pesanteur se condensedans le fond du r¶ecipient. Sauf au point
critique il n'y a pas de continuit ¶e entre les deux phasesen coexistence : le
volume molaire du syst µeme est discon tin u µa la transition . Nous allons
voir maintenant qu'il en est de mêmede l'entropie molaire.

1Dans le diagramme de Clapeyron la courbe repr¶esentant vg (T ) (lieu despoints B) s'appelle
courbe de ros¶ee, le lieu des points (C), courbe vg (T ) s'appelle courbe d'¶ebullition. D'une
maniµere g¶en¶erale la courbe repr¶esentant les ensembles de points tels B, C s'appelle courbe de
saturation. Les points µa l'in t¶erieur de la courbe de saturation (droite BC) ne repr¶esentent pas
des ¶etats du systµeme µa proprement parler (ce sont tout au plus une symbolisation d'un ¶etat
m¶elangede deux phases).
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Jusqu'ici nous avons d¶ecrit le systµeme dans le diagramme (P; V ), mais on
peut aussi µa l'aide des mesuresdes coe±cients calorim¶etriques et thermo¶elas-
tiques reconstituer l'entropie du systµemeet tracer par exempledesisothermes,
desisochoresou desisobaresdu systµemedansle diagramme(T; S). L'isotherme
µa T3 est repr¶esent¶eesur la ¯gure (6.2), oµu l'on a indiqu¶e les caract¶eristiquesdu
gaz et du liquide en coexistence(points B et C avec les mêmesnotations que
dans la ¯gure 6.1). Qualitativ ement la courbe de saturation a la mêmeallure en

ss

T

T

g

c

3

l

liquide gaz

BC A

Fig. 6.2 { Isothermes d'un corps pur et courbe de saturation de l'¶equilibre
liquide gaz dans le diagramme (T; S)

diagramme(T; S) qu'en diagramme(P; V ) ; elle s¶epareune r¶egionoµu l'entropie
est grande (le gaz est une phasetr µesd¶esordonn¶ee), de la r¶egion d'entropie plus
faible qui est celle du liquide (le liquide est une phaseplus ordonn¶eeque le gaz
son entropie est plus faible).2

Le passage de la phase gazeuse µa la phase liquide s'accompagne
d'une discon tin uit ¶e dans l'en tropie sp¶eci¯que du syst µeme sl < sg.

6.3 Cha leur laten te de changement de phase

D'aprµes la d¶e¯nition de Clausius de l'entropie,

dS =
dQr ev:

T
(6.1)

cette variation d'entropie que nous venonsd'observer µa la transition de phase
s'accompagnen¶ecessairement d'un ¶echange de chaleur avec le thermostat. La
transformation de liqu¶efaction est une op¶eration r¶eversible 3 et isotherme. La

2Pour des entropies encoreplus faibles on verrait apparâ³tre le solide .
3La liqu¶efaction, est un ph¶enomµene r¶eversible. Si l'on inverse la causeext¶erieure qui lui a

donn¶e naissance,c'est-µa-dire si l'on augmente le volume o®ert au systµeme on observe l' ¶evapo-
ration du liquide. En fait liqu¶efaction ou ¶evaporation sont desexemplesparfaits de successions
d'¶etats d'¶equilibre. Dans un systµemeoµu les phasesgazeuseset liquides coexistent il y a passage
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6.4 Condition d'¶equilibre desphases

transition L(T) ( J:kg¡ 1) T( ±C)
fusion glace 3; 3105 0,01

vaporisation eau 2, 5 106 0, 01
vaporisation eau 2,25 106 100±C

Tab. 6.1 { Quelquesvaleurs de chaleur latente usuelles

liqu¶efaction d'une massem de ce corps µa la temp¶erature T s'accompagnedonc
du relachement de la quantit ¶e de chaleur :

Qr ev: = T(Sg ¡ Sl ) = T m (sg ¡ sl ) = m L(T) (6.2)

c'est une desd¶e¯nitions possiblesde la chaleur latente.
Ordres de grandeur des chaleurs laten tes. Table 6.3.
Comme il apparâ³t clairement sur la ¯gure (6.2), la chaleur latente d¶epend

de la temp¶erature. La chaleur latente de vaporisation tend vers 0 quand la
temp¶erature tend vers la temp¶erature critique Tc : les discontinuit ¶es de v et s
disparaissent au point critique.

6.4 Condition d' ¶equilibre des phases

La chaleur latente de transformation de phasequenousavonsd¶ecrit en (6.2)
µa partir de la discontinuit ¶eenentropie entre lesdeux phasesencoexistence,peut
¶egalement s'exprimer µa l'aide de l'enthalpie decesphases.En e®etla liqu¶efaction
¶etant une transformation isobare, une application ¶el¶emementaire du premier
principe de la thermodynamique, permet de relier cette chaleur d¶egag¶ee µa la
variation d'enthalpie entre cesdeux phases:

Qisobar e = Hg ¡ H l : (6.3)

La comparaisondesdeux ¶equations (6.2) et (6.3) conduit µa :

Hg ¡ TSg = H l ¡ TSl (6.4)

) Ug + PVg ¡ TSg = Ul + PVl ¡ TSl (6.5)

Cette ¶equation (6.5) exprime l'¶egalit¶e desenthalpies libres sp¶eci¯ques desdeux
phasesen coexistence.

Iden tit ¶e entre l'en thalpie libre et le poten tiel chimique
L'enthalpie libre d'un systµemehomogµened¶e¯nie comme

G = U + TS ¡ PV = F ¡ PV (6.6)

incessant de mol¶eculesdu liquide vers le gazet r¶eciproquement. L' ¶evaporation (ou inversement
la liqu¶efaction) correspond µa une situation oµu le nombre de mol¶eculesqui passent du liquide
au gaz par unit ¶e de temps est sup¶erieur au nombre de cellesqui passent du gaz au liquide (et
inversement pour la liqu¶efaction).
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Equilibre de phaseset potentiel chimique. Transitions de phases

est par construction une fonction extensive : c'est µa dire proportionelle µa N ,
nombre de particules dans le systµeme. Utilisant l'identit ¶e fondamentale de la
thermodynamique on calcule la di®¶erentielle de G et on trouve :

dG = ¡ SdT + VdP + ¹dN (6.7)

Ce qui prouve que lesvariablesnaturelles de G sont la temp¶erature, la pression
et le nombre de particules N . T et P sont des variables intensives : par suite
l'enthalpie par mol¶eculeg = G=N est fonction exclusivement de T et P. La d¶e-
¯nition du potentiel chimique µa partir de l'¶equation (6.7) prouve l'iden tit ¶e de
l'en thalpie libre mol ¶eculaire et du poten tiel chimique . Nous retiendrons
donc que pour un corps pur :

N ¹ ´ G ´ U ¡ TS + PV = N [u ¡ Ts + Pv] (6.8)

oµu u; s; v sont l' ¶energieinterne, l'entropie et le volume mol¶eculaire du corps
pur dans la phaseconsid¶er¶ee.On d¶eduit de cette identit ¶e la relation :

d¹ = ¡ sdT + vdP (6.9)

Cette relation porte le nom de relation de Gibbs-Duhem.
Conclusions du paragraphe Les transitions gaz-liquide (en dehors du

point critique) et liquide-solide sont des transitions accompagn¶eesd'une dis-
continuit ¶e du volume molaire et de l'entropie molaire et par suite d'une chaleur
latente de changement de phase: on lesappelle traditionnellement transitions
du premier ordre . L' ¶equilibre des phases µa une transition du pre-
mier ordre setraduit par l' ¶egalit ¶e du poten tiel chimique dans les deux
phases en pr ¶esence. D'une maniµere g¶en¶erique si deux phases,faisant inter-
venir la mêmeespµecechimique sont en ¶equilibre, le potentiel chimique de cette
espµeceest le mêmedans les deux phases(not¶eesci-aprµesI I et I I)

¹ I (T; P) = ¹ I I (T; P): (6.10)

L'¶equation (6.10) n'est rien d'autre que la traduction dans cette situation
particuli µerede la propri ¶et¶e d'uniformit ¶e du poten tiel chimique dans un
syst µeme en ¶equilibre thermo dynamique : propri¶et¶e d¶emontr ¶eede maniµere
tout µa fait g¶en¶erale dans le chapitre 3.

6.5 Dia gramme des phases

6.5.1 Observ ations

La mesuredescouplesdeparamêtres(T; P) decoexistencedephasespermet
detracer le diagrammedesphasesdetout corpspur. Pour tout corpspur, h¶elium
except¶e, ce diagramme a l'allure repr¶esent¶eesur la ¯gure 6.3.

La ligne YC repr¶esente l'ensemble des conditions dans lesquelleson peut
observer la coexistenced'un liquide et de savapeur (ph¶enomµenesde liqu¶efaction
et ¶evaporation). Le point C appel¶epoint critique est le point d'arr êt de la courbe
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6.5 Diagramme desphases

C

O

Y

y

T0

P

T

liquide

gaz
0P

solide

P

T M

M

Fig. 6.3 { Diagramme desphasestypiques descorps purs (except¶e l'h¶elium)

de coexistenceliquide-vapeur. Au delµa de ce point, on peut passerde maniµere
continue du gaz au liquide.

La branche Yy s¶eparele liquide du solide. Il n'y a pas de point critique sur
cette branche qui d¶ecrit les conditions de solidi¯cation-fusion. 4

La branche OY d¶ecrit lesconditions de coexistencedu gazet du solide.Aux
tr µes bassestemp¶eratures proches du 0 absolu (0 de l'¶echelle Kelvin) le solide
est, en g¶en¶eral, directement en ¶equilibre avecun gaztr µesrar¶e¯¶e 5. Par exemple,
la neige µa temp¶erature inf¶erieure µa 0±C est en ¶equilibre direct avec la vapeur
d'eau : elle sesublime sansfondre.

Point triple : au point triple Y, les trois phasessont en coexistence.Pour un
corps pur donn¶e, la pressionet la temp¶erature de ce point sont desconstantes
(voir explication dans les paragraphesqui suivent). Ces valeurs peuvent donc
servir depoints ¯xes pour une¶echelledepressionou detemp¶erature (voir table).

6.5.2 Relation de Clap eyron

Les courbesde coexistencede phasessont les lieux despoints dans le plan
(T; P) oµu l'¶equation (6.10) est v¶eri¯ ¶ee.On en d¶eduit ais¶ement la pente de ces
courbesen fonction desgrandeurssp¶eci¯ques de chacunede cesphasesnot¶ees
ci-dessousI et I I.

Exprimons la condition de coexistenceen deux points cons¶ecutifs respecti-

4Ceci signi¯e que quelle que soit la pression le passagedu liquide au solide se fait toujours
par une transition discontin ue. Le solide (oµu lesatomessont r¶eguliµerement dispos¶esaux noeuds
d'un r¶eseau)est toujours di®¶erent du liquide qui est une phase densemais d¶esordonn¶ee. Par
contre, la di®¶erenceentre liquide et gaz n'est pas qualitativ e, elle est uniquement quantitativ e
(liquide et gaz sont deux phasesd¶esordonn¶eesqui ne di®µerent que par leur densit¶e) ce qui
explique que l'on puisse passercontin ûment de l'une µa l'autre.

5µa l'exception de l'h ¶elium qui est liquide µa T=0 K
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Equilibre de phaseset potentiel chimique. Transitions de phases

TY (K ) PY (mm Hg) TC (K ) PC (atm)
Eau 273,16 4,6 647,5 218,5

Oxygµene 54,4 1,1 154,6 49,8
N2 63,2 94,0 126,2 33,5
H2 13,9 53,9 33,2 12,8
H e 5,2 2,3

Tab. 6.2 { Tabledespoints ¯xes (Point Triple et Point Critique) de temp¶erature
et pression.

vement d¶e¯nis par les couplesde variables (T; P) et (T + dT; P + dP) :

¹ I (T; P) = ¹ I I (T; P) (6.11)

¹ I (T + dT; P + dP) = ¹ I I (T + dT; P + dP) (6.12)

On d¶eveloppe la deuxiµeme de ces¶equations (6.12) au premier ordre en dT et
dP, puis on soustrait membre µa membre la premiµere ¶equation (6.11), il vient
alors en utilisant la relation de Gibbs-Duhem :

@¹ I

@T
dT +

@¹ I

@P
dP =

@¹ I I

@T
dT +

@¹ I I

@P
dP (6.13)

) ¡ sI dT + vI dP = ¡ sI I dT + vI I dP (6.14)

d'ou l'on d¶eduit l'¶equation de Clapeyron donnant la pente de la courbe de
coexistencedesphases:

dP
dT

=
sI ¡ sI I

vI ¡ vI I
=

L I ! I I

T(vI ¡ vI I )
(6.15)

6.5.3 R¶e°exion sur la variance d'un systµeme

Usuellement la thermodynamique d'un corps pur monophas¶e d¶epend de
deux variables intensivesind¶ependantes. A la coexistencede phases,l'existence
d'un condition suppl¶ementaire (6.10) explique que le systµeme devient mono-
varian t et que toutes les grandeursPl , vg, vl sont uniquement desfonctions de
T (qui sont caract¶eristiquesde l'espµecechimique consid¶er¶ee). 6

Au point triple, la coexistencede trois phases,implique deux ¶egalit¶es ind¶e-
pendantes :

¹ g(T; P) = ¹ l (T; P) = ¹ s(T; P); (6.16)

par suite le systµeme est in varian t . La temp¶erature, la pression et toutes les
caract¶eristiques thermodynamiques d'un corps pur µa son point triple sont des
constantes caract¶eristiquesdu corpschimique consid¶er¶e. Ce qui explique l'utili-
sation du point triple pour faire desrepµeresde temp¶erature et de pression(voir
Table 6.2).

6Le caractµere g¶en¶erique des interactions dans les corps purs explique que ces fonctions
soient qualitativ ement similaires pour la plupart des corps purs, exception faites de l'helium
dans lequel les e®etsquantiques sont exacerb¶es.
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6.6 Analyse du diagramme desphases.Crit µeresde stabilit ¶e thermodynamique
et in¶egalit¶esentre les potentiels chimiques

6.6 Ana lyse du dia gramme des phases. Crit µeres de
stabilit ¶e thermo dyna mique et in¶egalit ¶es entre les
poten tiels chimiques

Nous avons d¶emontr ¶e au chapitre 3 qu'µa l'¶equilibre, l'entropie d'un systµeme
isol¶e est maximale compte tenu descontrain tes ext¶erieureset nousen avonstir ¶e
trois cons¶equencescaract¶eristiquesde l'¶equilibre thermodynamique :
- l'homog¶en¶eit¶e de la temp¶erature dans un systµemeoµu l'¶energieest libre de se
d¶eplacer,
- l'homog¶en¶eit¶e de la pressions'il n'existe pas d'¶energiepotentielle ext¶erieure
susceptiblede provoquer desgradients de densit¶e (exemplede la pesanteur voir
TD) ,
et
- l'homog¶en¶eit¶e du potentiel chimique si lesparticules sont libres de sed¶eplacer.

Nous avons ¶egalement montr ¶e que dans un systµeme hors d'¶equilibre ther-
mique, la chaleur passedesr¶egionsde temp¶erature plus ¶elev¶eeverslesr¶egionsde
temp¶erature plus basse.Si le potentiel chimique n'est pasuniforme, le deuxiµeme
principe implique de mêmeque les particules ¶evoluent desr¶egionsde potentiel
chimique ¶elev¶e vers les r¶egionsde potentiel chimique plus faible.

Dans ce chapitre, nous avons pu constater que lorsque deux phasesco-
existent µa l'¶equilibre thermodynamique, le potentiel chimique desespµeceslibres
de circuler d'une phaseµa l'autre est identique dans les deux phases(Eq. 6.10) :
ce qui est conformeµa la loi g¶en¶erale d¶ecrivant l'¶equilibre.

Nous pouvons maintenant utiliser la deuxiµeme partie des cons¶equencesdu
2nd principe pour obtenir des in¶egalit¶esentre les potentiels chimiques.

Consid¶erons un systµeme dont la temp¶erature et la pression(TM ; PM ) sont
repr¶esent¶eespar le point M du diagramme de phase(¯gure 6.3). Exp¶erimenta-
lement, ce point est dans le domaine d'existencedu solide. En d'autres termes
celasigni¯e quesi l'on porte une goutte de liquide (ou une bulle de gaz) dansces
conditions de temp¶erature et de pression,le liquide (ou le gaz) hors d'¶equilibre
se solidi¯e. L'application du 2nd principe nous conduit donc µa pr¶edire qu'au
point M (TM ; PM ), les deux in¶egalit¶essuivantes sont v¶eri¯ ¶ees:

¹ s(TM ; PM ) < ¹ g(TM ; PM ) (6.17)

¹ s(TM ; PM ) < ¹ l (TM ; PM ); (6.18)

oµu ¹ s(TM ; PM ) est la valeur du potentiel chimique µa (TM ; PM ) de l'espµececonsi-
d¶er¶ee dans le solide (calculable µa partir d'un modµele comme celui du solide
parfait par exemple-voir TD) et ¹ g(TM ; PM ) la valeur du potentiel chimique µa
(TM ; PM ) de l'espµececonsid¶er¶ee dans le gaz (calculable µa partir de la formule
desgaz parfaits).

Lorsque l'on ¶etudie une situation thermodynamique µa temp¶erature et pres-
sion donn¶eecommec'est la caspour les transitions de phases,il est plus usuel
de travailler avec l'enthalpie libre, dont les variables naturelles sont (T; P; N ),
plutot qu'avecl'entropie. Mais bien ¶evidemment lesconclusionssont identiques.
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Equilibre de phaseset potentiel chimique. Transitions de phases

Rappelonsque :
G = U + TS ¡ PV (6.19)

On d¶emon tre µa partir des r¶esultats de l'appro che micro canonique qu' µa
l' ¶equilibre µa (T; P; N ) donn ¶es l'en thalpie libre est minimale compte
ten u des contrain tes.

Appliquons ce r¶esultat µa une possiblecoexistencede phases:

dG = ¡ SdT + VdP + ¹ sdNs + ¹ gdNg + ¹ l dNl (6.20)

oµu Ns est le nombre de mol¶eculesµa l'¶etat solide, ...
Si lesin¶egalit¶es(6.18) sont v¶eri¯ ¶eespour lesconditions deT et P envisag¶ees,

minimiser l'enthalpie libre globale du systµemese fait par passagede toutes les
mol¶eculesdans la phasesolide (sachant que N = Ns + Ng + N l est une quantit ¶e
conserv¶ee).

Dernier exemple: Sur une ligne de coexistencetelle que la ligne d'¶equilibre
gaz-liquide,

¹ g(T; P) = ¹ l (T; P) < ¹ s(T; P) (6.21)

l'¶equilibre est obtenu avec Ns = 0 et la quantit ¶e respective de gaz et de li-
quide ne modi¯e en rien l'¶equilibre. La proportion relative desdeux phasessera
d¶etermin¶eepar le volume o®ert au systµemetotal.

Discussionde"l'¶equilibre" de l'eau dansl'atmosphµere- d¶egr¶ehygrom¶etrique.

6.7 Compr ¶ehension microscopique qualita tiv e de la
forme du dia gramme des phases

Dans desconditions donnn¶eesde temp¶erature et de pressionla phasestable
est celle qui minimise le potentiel chimique correspondant :

¹ (T; P) =
U
N

+ P
V
N

¡ T
S
N

: (6.22)

A haute temp¶erature, le gaz est stabilis¶e par son entropie.
A tr µes bassetemp¶erature, c'est l'¶energiepotentielle d'in teraction entre les

mol¶eculesqui stabilise la phasesolide (l'entropie de la phasesolide est faible).
Aux temp¶eratures interm¶ediaires apparâ³t le domaine de stabilit ¶e du li-

quide : plus ordonn¶e que le gaz, il a moins d'entropie et est d¶efavoris¶e par
rapport au gaz µa haute temp¶erature, mais plus denseque le gaz, il b¶en¶e¯cie
commele solide d'une ¶energiepotentielle d'in teraction attractiv e et donc d'une
¶energieinterne beaucoupplus petite que celle du gaz.

6.8 Conclusion

Dans ce chap̂³tre, nous avons ¶etudi¶e les conditions d'¶equilibre thermodyna-
miques entre phaseset montr ¶e qu'elle s'expriment par l'¶egalit¶e des potentiels
chimiquesdesespµecesdans lesdiversesphasesen coexistence.L'existenced'une
telle ¶egalit¶e explique pourquoi le systµemebiphas¶e est monovariant et le systµeme
triphas¶e (point triple est invaraint).
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6.9 M¶elangesd'espµeces

Nous avons soulign¶e qu'une transition de phase du premier ordre est ac-
compagn¶ee d'une discontinuit ¶e des deux d¶eriv¶eesdu potentiel chimique µa la
transition de phases: µa savoir le volume sp¶eci¯que et l'entropie sp¶eci¯que.

A toute temp¶erature lesphasesstablessont cellesdont le potentiel chimique
est minimal. D'une maniµere g¶en¶erale, lorqu'il existe desphasesen coexistence,
l'¶equilibre correspond au minimum de l'enthalpie libre du systµeme total vis µa
vis desvariables susceptiblesde varier.

6.9 M ¶elanges d'espµeces

Pour un m¶elangede k espµecesde corps purs, l'enthalpie libre totale vaut :

G(T; P; x1; ¢¢¢; xk ) = U ¡ TS + PV ´
X

i =1 ;¢¢¢;k

N i ¹ i (T; P; x1; ¢¢¢; xk ) (6.23)

oµu la somme d¶ecrit l'ensemble des k espµeces pr¶esentes dans le m¶elange et
x i ; i = 1¢¢¢k sont les concentrations desespµecesdans le m¶elange.
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Cha pitre 7

Energi e et nom bre de
parti cul es vari abl es :
Ensembl e grand canoni que.
Stati sti ques Quanti ques

7.1 Loi de proba bilit ¶e grand canonique

Dans le chapitre sur l'ensemble canonique nous avons consid¶er¶e un petit
systµeme en contact avec un thermostat de temp¶erature T (kB T = ¯ ¡ 1) et
montr ¶e que la probabilit ¶e de trouver le petit systµemedans l'¶etat d'¶energieES

pouvait semettre sousla forme :

P(ES) =
­ ES e¡ ¯ ES

P
ES

­ ES e¡ ¯ ES
(7.1)

Si le petit systµeme est en contact avec un r¶eservoir tr µes grand avec lequel
il peut ¶echanger µa la fois de l'¶energie et des particules, un raisonnement en
tous points identiques µa celui fait dans le chapitre IV 1, conduit µa l'expression
suivante pour la probabilit ¶e d'observer le petit systµemedans l'¶etat d'¶energieES

avec NS particules :

P(ES; NS) =
­ (ES ;N S ) e¡ ¯ (ES ¡ ¹N S )

P
NS

P
ES

­ (ES ;N S ) e¡ ¯ (ES ¡ ¹N S )
(7.2)

En fait la seule hypothµese faite est que la "taille" du r¶eservoir est assez
grandedevant celledu petit systµemede telle sorte qu'il puissec¶ederde l'¶energie
et des particules sans que sa temp¶erature T, ni son potentiel chimique ¹ ne
varient notablement. Dans l'ensemble grand-canoniqueles paramêtres externes
¯xes sont donc la temp¶erature T du r¶eservoir, son potentiel chimique ¹ , et
¶eventuellement le volume V du systµeme.

1Ce raisonnement reposesur le calcul des variations d'entropie du r¶eservoir quand celui ci
cµede une ¶energie ES et un nombre de particules NS pour cr¶eer le petit systµeme
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Energie et nombre de particules variables : Ensemble grand canonique.
Statistiques Quantiques

La constante de normalisation de la loi de probabilit ¶e est appel¶eela grande
fonction de partition et not¶ee¥. Elle vaut pr¶ecisemment :

¥( T; ¹; V ) =
X

NS

X

ES

­ (ES ;N S ) e¡ ¯ (ES ¡ ¹N S ) (7.3)

=
X

NS

Z (NS; T; V ) ē ¹N S (7.4)

C'est commela fonction departition Z unegrandeursansdimension.Le produit
¯ ¹ est parfois not¶e ® et appel¶e fugacit¶e.

La "taille" du systµemeS, n'est pas en soi un paramêtre essentiel du raison-
nement tant qu'elle reste tr µesinf¶erieureµa celledu r¶eservoir et rien ne s'opposeµa
ce que l'on considµere le systµemeS r¶eduit µa un ¶etat microscopiqued'¶energieES

et de nombre de particules NS : ­ (ES ;N S ) est alors la d¶eg¶enerescencequantique
de cet ¶etat.

7.2 Fonctions thermo dyna miques dans l'ensem ble grand
canonique

Le grand potentiel thermodynamique est la quantit ¶e extensive d¶e¯nie par :

JS(T; ¹; V ) = ¡ kB T ln [ ¥( T; ¹; V ) ] (7.5)

La valeur moyennedu nombre de particules dans le petit systµemeS est compte
tenu de la loi de probabilit ¶e grand canonique(Eq. 7.2) et de cette d¶e¯nition du
grand potentiel ¶egaleµa :

N S =
X

NS

NSP(ES; NS) (7.6)

=
1
¯

@ln ¥( T; ¹; V )
@¹

(7.7)

= ¡
@JS

@¹
(7.8)

la valeur moyennede l'¶energieinterne peut être calcul¶eegraceµa :

ES ¡ ¹N S =
X

NS

X

ES

(ES ¡ ¹N S)P(ES; NS) (7.9)

E S ¡ ¹ N S = ¡
@ln ¥( T; ¹; V )

@̄
(7.10)

et on trouve pour l'expressionde l'entropie :

SS = ¡ kB

X

NS ;E S

P(ES; NS) ln (P(ES; NS)) (7.11)

=
1
T

©
E S ¡ ¹ N S ¡ JS

ª
: (7.12)
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7.3 Sous-systµemesind¶ependants sansinteractions : Factorisation de la grande
fonction de partition

On aboutit de ce fait µa une identit ¶e thermodynamique pour le grand potentiel :

JS = E S ¡ TSS ¡ ¹ N S: (7.13)

Dans la mesureoµu le systµemeS est su±semment grand (¶echelle macroscopique
ou m¶esoscopique),lesvaleursmoyennessont lesvaleurs thermodynamiquesme-
sur¶ees,et aveclesnotations thermodynamiqueset en omettant l'indice inf¶erieur
X s, on trouve la relation thermodynamique suivante :

J (T; ¹; V ) = U ¡ TS ¡ ¹N : (7.14)

Le deuxiµememembre de l' ¶equation (7.14) estunefonction extensivedu systµeme.
Le grand potentiel ne d¶ependant que d'une fonction extensive le volume V ,
J (T; ¹; V ) est donc proportionnel µa V . L'identi¯cation des d¶eriv¶eespartielles
par rapport µa V des membres de gauche et droite de cette ¶equation implique
que :

J (T; ¹; V ) = ¡ pV (7.15)

La compatibilit ¶e de cesdeux r¶esultats implique la relation de Gibbs-Duhem :

V dP ¡ S dT + N d¹ = 0 (7.16)

Remarque imp ortan te
Les variables de l'ensemble grand-canoniquesont T; V; ¹ .
Contrairement µa la temp¶erature, le potentiel chimique ¹ n'est pas une va-

riable directement mesurable(comme le volume) ou rep¶erable (comme la tem-
p¶erature).

Pour obtenir des grandeurs mesurablescomme la pression ou la chaleur
sp¶eci¯que d'un systµeme, il faudra ¶eliminer le potentiel chimique de l'expres-
sion ad¶equate en utilisant la formule (7.8). Par exemple le calcul de l'¶energie
s'obtiendra en ¶eliminant ¹ entre l'¶equation donnant E(T; V; ¹ ) (Eq. 7.10) et
l'¶equation (7.8) donnant N (T; V; ¹ ).

7.3 Sous-systµemes ind ¶ependants sans in tera ctions :
Factorisa tion de la grande fonction de partition

Un ¶etat microscopiquequantique de NS particules indiscernablessans in-
teractions est caract¶eris¶e exclusivement par les ¶etats propres µa une particule,
qu'il comporte. Pour être concret, et simple prenonsun gaz de particules sans
interaction dans un systµeme unidimensionnel de longueur L (ce peuvent être
des¶electronsdansun puits quantique). Les¶etats possiblesd'une particule dans
cette boite sont desondesplanescaract¶eris¶eespar leurs vecteursd'onde :

ki = l i
2¼
L

(7.17)

oµu l i est un entier. L'¶etat microscopiqueµa NS particules est enti µerement d¶eter-
min¶e par la donn¶ee des NS nombres entiers correspondants aux NS vecteurs
d'ondes de l'¶etat correspondant (nbs quantiques) : A = f l1; l2; ¢¢¢; lsg, ou de
maniµere¶equivalente, par la donn¶eedesNS ¶energiesassoci¶ees: ² i = h2

2mL 2 l2i .
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Plutot que de noter lesvaleursdesnombresquantiques l i de l'¶etat consid¶er¶e
comme nous l'avons fait dans A, nous pourrions choisir de repr¶esenter l'¶etat
quantique consid¶er¶e, par la suite ordonn¶eein¯nie d¶enombrable de nombres en-
tiers not¶ee F , repr¶esentant le nombre de fois oµu apparait chaque valeur de l i

(ou de ² i ) dans la fonction d'onde µa NS particules.
Exemple : NS = 4; Ã(x1; x2; x3; x4) = 1

N exp
©

i 2¼
L (x1 + x2 + 2x3 + 3x4)

ª

est repr¶esent¶ee,soit par la donn¶eedesnombres quantiques A = f 1; 1; 2; 3g,
soit par la donn¶eedesnombresd'occupation des¶etats quantiques µa uneparticule
F = f 2; 1; 1; 0; 0; ¢¢¢g

La deuxiµemerepr¶esentation, dite ennombre d'occupation, est tr µescommode,
car elle a e®ac¶e toute r¶ef¶erenceaux particules individuelles, pour seconcentrer
exclusivement sur les propri¶et¶es globalesdes ¶etats microscopiquesqui sont le
seulesinformations pertinentes lorsque les particules sont indiscernables.

Connaissant le spectredu hamiltonien µa uneparticule : H = f ² ¸ ; ¸ = 1; ¢¢¢; 1g ,
la donn¶ee des nombres d'occupation caract¶eristiques d'un ¶etat microscopique
donn¶e : F = f n¸ ; ¸ = 1; ¢¢¢; 1g d¶e¯nit alors totalement l'¶energietotale ES et
le nombre de particules NS de l'¶etat microscopiqueconsid¶er¶e :

ES =
1X

¸ =1

n¸ ²¸ (7.18)

NS =
1X

¸ =1

n¸ : (7.19)

La grande fonction de partition (Eq. 7.3) peut alors ser¶e¶ecrire :

¥( T; ¹; V ) =
X

NS

X

ES

­ (ES ;N S ) e¡ ¯ (ES ¡ ¹N S ) (7.20)

=
Y

¸

2

4
n ¸ = 1X

n ¸ =0

! ¸ expf¡ ¯ n¸ (² ¸ ¡ ¹ )g

3

5 (7.21)

oµu ! ¸ est la d¶eg¶en¶erescencede l'¶etat quantique µa une particule d'¶energie² ¸ . Le
passagede (7.20) µa (7.21) sefait en rempla»cant ES et NS par leurs expressions
(7.18) et (7.19) et en factorisant les exponentielles et leurs poids ­ (ES ;N S ) .

La grande fonction de partition peut alors se calculer comme le produit
de petites fonctions de partition »̧ relatives µa chacun des niveaux d'¶energie
microscopiquesindividuels desparticules :

¥( T; ¹; V ) =
Y

¸

»̧ (T; ¹; V ); (7.22)

»̧ (T; ¹; V ) =
n ¸ = 1X

n ¸ =0

! ¸ expf¡ ¯ n¸ (² ¸ ¡ ¹ )g (7.23)

Comme nous l'allons voir tout de suite, ces petites fonctions de partition
sont tr µes simples µa calculer quelque soit la nature, bosons ou fermions, des
particules que l'on considµere.
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7.4 Statistiques Quantiques des gaz parfa its

Les composants ¶el¶ementaires de la matiµere : ¶electrons,protons et neutrons
sont des particules de spin 1/2 et des fermions. En associant un nombre pair
(resp. impair) de particules ¶el¶ementaires de spin 1/2 on forme desparticules de
spin entier (resp. 1/2 entiers) qui sont desbosons(resp. desfermions). L'atome
d'4H e (2 protons + 2 neutrons + 4 ¶electrons) est un bosonde spin 0. L'atome
d'3H e (2 protons + 1 neutron + 4 ¶electrons) est un fermion de spin 1/2.

Les fermions simplesou compositesob¶eissent au principe de Pauli.
L' ¶enonc¶e le plus simple du principe de Pauli est le suivant : deux fermions

de même spin ne peuvent être dans le même ¶etat quan tique , ou encore
deux fermions ne peuvent avoir tous leurs nombres quantiques ¶egaux 2.

7.4.1 Petite fonction de partition grand-canonique des fermions

A cause du princip e de Pauli , seuls les nombres d'occupation n¸ =
0; 1 de la formule (Eq. 7.23) sont permis et la petite fonction de partition des
fermions ser¶eduit µa :

»F D
¸ (T; ¹; V ) = (1 + expf¡ ¯ (² ¸ ¡ ¹ )g) (7.24)

Cette fonction de partition est la fonction de partition de la statistique de
Fermi-Dirac. On tire de cette expression le nombre moyen d'occupation du
niveau d'¶energie² ¸ repr¶esent¶e ci-aprµes:

nF D
¸ (T; ¹; V ) = kB T

@ln »F D
¸

@¹
(7.25)

=
1

expf ¯ (² ¸ ¡ ¹ )g + 1
(7.26)

7.4.2 Petite fonction de partition grand-canonique des bosons

Pour lesbosons(particules mat¶eriellescomplexesde spin entier et photons),
il n'existe pas de limitations dans l'occupation d'un ¶etat quantique : un ¶etat
quantique individuel donn¶e peut a priori accommoder un nombre illimit ¶e de
bosons(nous verrons que cette propri¶et¶e est µa l'origine de la condensationde
Bosedesparticules massives). La sommein¯nie de l'¶equation (Eq. 7.23) est la
sommed'une s¶erie g¶eom¶etrique. Cette s¶erie convergesi sa raison est inf¶erieure
µa 1 (c'est µa dire si 8¸; ² ¸ ¡ ¹ > 0 3). Dans ce cas

»B E
¸ (T; ¹; V ) =

1
1 ¡ expf¡ ¯ (² ¸ ¡ ¹ )g

: (7.27)

Cette fonction departition est la fonction departition de la statistique debosons
appel¶eestatistique de Bose-Einstein.

2d'oµu le nom de princip e d'exclusion de Pauli
3 l'origine des¶energiesde translation ² ¸ ¶etant traditionnellemen t prise µa z¶ero, cette condition

implique que le potentiel chimique des bosonsmassifs est born¶e sup¶erieurement par z¶ero, au
contraire du potentiel chimique des fermions qui devient positif µa bassetemp¶erature.

67



Energie et nombre de particules variables : Ensemble grand canonique.
Statistiques Quantiques

On tire de cette expressionle nombre moyen d'occupation du niveaud'¶ener-
gie ² ¸ (voir graphique ci-dessous):

nB E
¸ (T; ¹; V ) = kB T

@ln »B E
¸

@¹
(7.28)

=
1

expf ¯ (² ¸ ¡ ¹ )g ¡ 1
(7.29)

7.4.3 Form ulation g¶en¶erale des deux statistiques quan tiques dans
la limite contin ue

Les nombres moyensd'occupation obtenus dans les deux sous-sectionspr¶e-
cedentes peuvent ser¶eecrire:

nF D ;B E
¸ (T; ¹; V ) =

1
expf ¯ (² ¸ ¡ ¹ )g § 1

(7.30)

oµu le +1 (resp. -1) du d¶enominateur est relatif aux fermions (resp. bosons).
De cette formule on tire le nombre moyendeparticules N dansun volumeV ,

µa la temp¶erature T, dans le potentiel chimique ¹ , par une sommation sur tous
les ¶etats quantiques ² ¸ . Pour desparticules mat¶eriellesnous avons d¶ejµa calcul¶e
la distance en ¶energiedes¶etats de translation successifset trouv¶e qu'elle ¶etait
pour lesmol¶eculeset lesatomesde l'ordre de 10¡ 14 ¡ 10¡ 15 K . En introduisant
le rapport des massesentre atomes et ¶electrons on en conclut que pour des
¶electrons la quanti¯cation est de l'ordre de 10000fois plus grande, ce qui reste
tout µa fait n¶egligeabledevant kB T. De ce fait, la sommation pourra toujours
être transform¶ee en une int¶egrale et le nombre moyen de particules exprim¶e
comme:

N (T; ¹; V ) =
V

(2¼)3

Z
d3k

1
expf ¯ (²k ¡ ¹ )g § 1

(7.31)

oµu nous rappelonsque ²k = ~2k2

2m . De mêmel'¶energiemoyennes'¶ecrit :

E (T; ¹; V ) =
V

(2¼)3

Z
d3k

~2k2

2m
1

expf ¯ (²k ¡ ¹ )g § 1
: (7.32)

Pour obtenir les¶equationsusuellesde la thermodynamique il faudra ¶eliminer ¹
entre les deux ¶equations (7.31) et (7.32). C'est ce que nous expliciterons dans
les chapitres suivants.

7.4.4 Limite classique des deux statistiques quan tiques

Lorsquenousavons¶etudi¶e la formulation statistique "classique"du gazpar-
fait (Chapitre IV), nousavonssoulign¶e qu'il ¶etait l¶egitime d'associer µa un atome
µa la temp¶erature T un paquet d'ondesde dimension lin¶eaire¶egaleµa la longueur
d'onde thermique de de Broglie ¸ (formule 4.56). Dans les conditions S.T.P. la
distancemoyenneentre lesparticules est beaucoupplus grandeque la longueur
d'onde thermique, lespaquetsd'ondesdesparticules ne serecouvrent pratique-
ment jamais (hormis lors desrarescollisions), cequi permet de tenir compte de
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maniµere grossiµere desproblµemesd'indiscernabiblit ¶e. Dans cette approximation
nous avions trouv¶e la relation suivante entre le potentiel chimique, la densit¶e
num¶erique n = N=V et la longueur d'onde thermique :

¹ = kB T ln
¡
n¸ 3¢

: (7.33)

et donc un potentiel chimique tr µesn¶egatif pour cesgaz oµu n¸ 3 ¿ 1.
Dans cette limite le facteur exp(¡ ¯ ¹ ) qui apparait au d¶enominateur des

expressions(7.26) et (7.29) des nombres d'occupation moyens en statistiques
quantiques est tr µesgrand, et cesdeux expressionstendent pour T grand vers la
mêmelimite :

l im T !1 nF D
¸ (T; ¹; V ) = l im T !1 nB E

¸ (T; ¹; V ) (7.34)

= n¸ 3 exp(¡ ¯ ² ¸ ); (7.35)

et redonnent les r¶esultats de Maxwell Boltzmann que nousavonsd¶evelopp¶esau
chapitre 4 4.

Lesformules(7.26) et (7.29) et la ¯gure ci-dessousmontrent que lorsquel'on
refroidit un gaz parfait, la statistique de Bose-Einstein (resp. de Fermi-Dirac)
di®µere de la statistique de Maxwell-Boltzmann en permettant une plus grande
(resp. une moindre) accumulation desparticules dansles¶etats d'¶energielesplus
bas :

Fig. 7.1 { Variation du nombre moyen d'occupation d'un ¶etat d'¶energie² en
fonction de (²¡ ¹ )

kB T dans les statistiques B-E (tiret ¶e), F-D (trait-p oint) et M-B
(trait plein).

L'e®et d'une augmentation de la densit¶e µa temp¶erature constante, est iden-
tique µa celui d'un refroidissement µa volume constant. Dans les deux casle pro-
duit n¸ 3 augmente et le potentiel chimique augmente. En imaginant lespaquets
d'ondesassoci¶esµa chaqueatome, on comprendais¶ement que l'augmentation de

4C'est aussi la fa»con rigoureuse de justi¯er le facteur 1=N ! intro duit pour rendre compte
de l'indiscernabilit ¶e dans l' ¶equation (4.34).
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n¸ 3 augmente les e®etsli¶es µa l'indiscernabilit ¶e des particules et la di®¶erence
entre bosonset fermions.

Remarquonsen¯n que lorsque n¸ 3 devient de l'ordre de 1, l'approximation
Maxwell-Boltzmann (7.33) donnant le potentiel chimique en fonction de n¸ 3

devient incorrecte et il faut revenir aux expressionsexactes (7.26) et (7.29)
et ¶eliminer le potentiel chimique comme explicit¶e µa la ¯n du paragraphe 7.2.
Nous allons ¶etudier dans les chapitres suivants, le gaz parfait de bosons et
celui de fermions dans cette limite oµu l'indiscernabilit ¶e des particules devient
un ph¶enomµene statistique esssentiel (domaine des statistiques quantiques -par
opposition µa la statistique de Maxwell-Boltzmann ¶etudi¶ee dans les chapitres
pr¶ec¶edents).
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Cha pitre 8

Le gaz parf ait de Fermi ons

Le gazparfait defermionsµa bassetemp¶erature pr¶esente un int¶er̂et particulier
car cemodµeled¶ecrit d'une maniµereg¶en¶eriquetr µessatisfaisante un grand nombre
de situations physiquesdiverseset en particulier les¶electronsdans les m¶etaux,
mais aussidessituations plus exotiquescommeles ¶etoiles µa neutrons ou l' 3H e
liquide.

8.1 Le gaz parfa it de Fermions µa T=0

A temp¶erature nulle, le nombre d'occupation des ¶etats quantiques indivi-
duels (Eq. 7.26) est d¶ecrit par une marche d'escalier :

pour ² < ¹ : nF D = 1
pour ² > ¹ : nF D = 0.

Ceci implique que tous les ¶etats quantiques d'¶energie les plus bas ² · ¹ sont
occup¶espar (2 S + 1) fermions qui di®µerent uniquement par leur nombre quan-
tique de spin. Dans la suite de ce chapitre et pour plus de simplicit ¶e nous ne
traiterons quele casdes¶electrons(ou cequi est identique desparticules massives
de spin 1/2). 1

Reprenonsla description de ces¶etats quantiques dans l'espacedesvecteurs
d'ondes. Comme nous l'avons d¶eja discut¶e dans le chapitre 2, paragraphe 2.4
et dans le chapitre 4 paragraphe 4.5, chaque ¶etat quantique est d¶etermin¶e de
maniµereunique par son vecteur d'onde et dans l'espacedesvecteursd'onde, on
peut associer µa chaque¶etat quantique individuel un volume ¶el¶ementaire (2¼)3

V .
L' ¶energiede ces¶etats quantiques croit comme le carr¶e de leur vecteur d'onde.
Les ¶etats de même¶energiesont donc situ¶essur dessphµeres,l'¶energiecroissant
commele carr¶e du rayon de la sphµere. Pour accommoder N ¶electronsµa T = 0,
on remplit donc lesN=2 casesquantiques de plus basse¶energie.Ceci d¶etermine
une sphµeredont nousnoterons le rayon kF (appel¶e rayon de la spµerede Fermi),
dont le volume vaut :

4
3

¼k3
F =

N
2

(2¼)3

V
(8.1)

1Les formules pour des fermions de spin S di®µerent des formules suivantes par un facteur
li¶e µa la d¶eg¶en¶erescencede spin (il su±t dans les formules ci-dessousde remplacer N par 2N

2S +1 ).
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d'oµu l'on d¶eduit le vecteur d'onde de Fermi :

kF =
·

N
V

3¼2
¸ 1=3

(8.2)

et le potentiel chimique µa temp¶erature nulle ¹ F :

¹ F =
~2k2

F

2m
(8.3)

=
~2

2m

·
3¼2 N

V

¸ 2=3

(8.4)

» 0; 24
h2

2m

·
N
V

¸ 2=3

(8.5)

Ce potentiel chimique nous permet d'in troduire une temp¶erature caract¶eris-
tique, la temp¶erature de Fermi d¶e¯nie par ¹ F = kB TF .

Cette temp¶erature de Fermi d¶e¯nit l'¶echelle de temp¶erature sur laquelle les
e®etsde la statistique quantique semanifesteront.

Dans les m¶etaux cette ¶echelle est de l'ordre de quelques104 kelvins .
(Rappel : 1 ¶electron-volt » 11600K ). Ces temp¶eratures sont tr µes grandespar
rapport µa la temp¶erature ambiante. De ce fait dans les m¶etaux , les¶electrons
sont toujours dans la limite de la statistique de Fermi Dirac et T ¿ TF .

A T = 0 il est int¶eressant de calculer les grandeurs thermodynamiques du
gaz de Fermions sansinteractions.

L'¶energietotale peut être calcul¶eecommela sommedes¶energiesde N fer-
mions :

E(T = 0) =
V

(2¼)3

Z kF

0

~2k2

2m
4¼k2dk (8.6)

= N

RkF
0

~2k2

2m 4¼k2dk
RkF

0 4¼k2dk
(8.7)

= N
3
5

kB TF (8.8)

A causedu principe de Pauli l' ¶energiecin¶etique d'un gaz de fermions est
non nulle µa temp¶erature nulle2.

La pressionpeut s'obtenir µa partir de la relation fondamentale :

P = ¡
@E
@V

=
N
V

2
5

kB TF (8.9)

La pression d'un gaz de fermions est, comme l'¶energie,non nulle µa temp¶era-
ture nulle. Ceci est bien compr¶ehensiblesi on revient µa l'origine physique de la
pression(les chocs desmol¶eculessur les parois) :

P =
n m v2

3
=

2
3

E
V

=
2
5

N
V

kB TF (8.10)

2On ne peut pas utiliser l' ¶energiecin¶etique du gaz de fermions pour d¶e¯nir la temp¶erature.
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8.2 T ¿ TF . Observations qualitativ es

Cette pressionde Fermi comme l'¶energiede Fermi de point z¶ero sont des
quantit ¶es qui sont en ordre de grandeur tout µa fait importantes. Exemple : la
temp¶erature de Fermi du Cu est de l'ordre de 82000K ( 7eV). Il faut remar-
quer que la temp¶erature de fusion du cuivre est de l'ordre de 1000K . A toute
temp¶erature oµu le cuivre est solide, T=TF ¿ 1.

Les temp¶eratures de Fermi de tous les m¶etaux sont de l'ordre de 20000K µa
100000K . Le nombre n d'¶electronspar cm3 varie dansla gamme2¡ 201022cm¡ 3 :
il est de 81022cm¡ 3 dans le cuivre. La pressionde Fermi des¶electronsdans un
morceaudecuivre vaut decefait 2: 1010Pa 3. Le mêmetyped'e®etestµa l'oeuvre
et explique pourquoi deux atomesde couche ¶electroniquecomplµete (comme les
gaz rares) ont desint¶eractions r¶epulsivesextrµemement fortes µa desdistancesde
l'ordre de quelquesangstrÄoms.

8.2 T ¿ TF . Observations qualita tiv es

A temp¶erature non nulle quelques¶electrons sont excit¶es : c'est ce que l'on
constate en examinant la variation du nombre d'occupation moyen nF D d'un
¶etat d'¶energie², obtenu dans la formule (7.26) quenousreproduisonsci-dessous
et ¯gure 8.1 :

nF D (T; ¹; V ) =
1

expf ¯ (² ¡ ¹ )g + 1
(8.11)

T = TF

T = TF /10

0,5

1

1

Fig. 8.1 { Nombre moyen d'occupation d'un ¶etat dans la statistique de Fermi-
Dirac : les ¶energies(¶echelle horizontale) sont mesur¶eesen unit ¶e du potentiel
chimique (quantit ¶e positive dans le domaine de densit¶e correspondant). Les
temp¶eratureschoisiespour les trois courbesrepr¶esent¶eessont respectivement 0,
TF =10 et TF .

L'observation de la ¯gure 8.1, nousmontre qu'µa destemp¶eraturesde l'ordre
de TF =10, l'occupation desniveaux tr µes loin du niveau de Fermi n'est pas mo-
di¯ ¶eepar la temp¶erature. Seulslesniveauxd'¶energieautour du niveaude Fermi
dans la gamme

£
¹ F (1 ¡ 1

10) ¢¢¢¹ F (1 + 1
10)

¤
voient leur occupation notablement

¶evoluer. Ceci conforte une id¶eeequalitativ e que nous avons d¶eja ¶enonc¶ee: µa la
temp¶erature T, l'¶energied'excitation thermique disponible par particule est de
l'ordre de kB T. Une particule occupant un niveau d'¶energieprofond (loin du
niveau de Fermi) ne peut être excit¶ee, car une excitation de kB T la porterait

3Elle est ¶equilibr ¶ee par des forces de coh¶esion d'origine ¶electromagn¶etique.
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dansune casequantique qui est d¶eja compl¶etement satur¶ee(avecdeux ¶electrons
de spins antiparall µeles). Seulesles particules tr µes proches du niveau de Fermi
peuvent être excit¶ees,car l'excitation les promeut dans des casesquantiques
vides. Si nous poursuivons le raisonnement un cran plus loin : nous concluons
qu'µa la temp¶erature T la proportion d'atomes excitablesest de l'ordre de T

TF
et

que par suite l'¶energied'excitation thermique de l'assembl¶eede N fermions µa la
temp¶erature T doit être de l'ordre de N T

TF
kB T, cequi implique que la chaleur

sp¶eci¯que des ¶electrons doit varier lin¶eairement avec la temp¶erature. Comme
nous l'allons voir maintenant ce r¶esultat qualitatif est parfaitement correct.

8.3 D¶evelopp ements des grandeurs thermo dyna miques
des fermions en fonction de T=TF

Techniquement, nousdevonsµa temp¶erature non nulle reprendrel'expression
de l'occupation moyenne d'un niveau d'¶energie ² (formule 8.11) et calculer µa
l'aide de cette formule, l'¶energiemoyenneet le nombre de particules moyen µa la
temp¶erature T dans un potentiel chimique ¹ , dans le volume V. Ces¶equations
sont une cons¶equencedirecte de (7.7), (7.9), (7.23) et s'¶ecrivent :

N (T; ¹; V ) =
V

(2¼)3

Z
d3k

1
expf ¯ (²k ¡ ¹ )g + 1

(8.12)

E(T; ¹; V ) =
V

(2¼)3

Z
d3k

~2k2

2m
1

expf ¯ (²k ¡ ¹ )g + 1
(8.13)

oµu nous rappelonsque ²k = ~2k2

2m .
On constate que l'on arrive µa des formules qui ressemblent tout µa fait µa

cellesque l'on a obtenue dans la statistique "classique"que j'appelle statistique
de Maxwell-Boltzmann.

La premiµere di®¶erence¶evidente provient de la substitution du nom bre
d'o ccupation de Fermi-Dirac au nom bre d'o ccupation de Maxw ell-
Boltzmann : expf ¡ ¯ ²g.

La deuxiµeme di®¶erenceimportante provient du fait que les expressions
(8.12) et (8.13) d¶ependen t de T; ¹; V . Pour avoir les expressionusuelles
mesurablesil faut ensuite¶eliminer ¹ entre les expressionsde E et de N .

Le calcul explicite desint¶egrales(8.12) et (8.13) pour des¶electronsen trois
dimensionsn'est paspossible,maisdesd¶eveloppements limit ¶esenT=TF peuvent
être faits.

Les calculs sont en g¶en¶eral pr¶esent¶esdirectement en fonction de la variable
d'¶energie². Vous en trouverez ci-dessousla trame. Dans le cadre de ce cours
nousnousfocaliseronssurtout sur les r¶esultats de cecalcul (simple mais un peu
lourd) :

Densit ¶e d' ¶etat en ¶energie .
Lesr¶esultatsci-dessussont r¶eexprim¶esdirectement en fonction de la variable

d'¶energie², sousla forme :

N (T; ¹; V ) =
Z

d² ½(²)
1

expf ¯ (² ¡ ¹ )g + 1
(8.14)
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8.3 D¶eveloppements desgrandeursthermodynamiquesdesfermions en
fonction de T=TF

E(T; ¹; V ) =
Z

d² ½(²) ²
1

expf ¯ (² ¡ ¹ )g + 1
(8.15)

On passedes¶equations (8.12 - 8.13) aux ¶equations (8.14 - 8.15) par le change-
ment de variable de k ! ² : ce qui conduit µa introduire la densit¶e d'¶etat :

½(²) =

p
2 V

¼2~3 m3=2p
² (8.16)

Les int¶egralesqui apparaissent dans les ¶equations (8.14 - 8.15) sont toutes
de la mêmeforme et peuvent secalculer lorsque j² ¡ ¹ j < kB T par le d¶evelop-
pement :

Z 1

0
d²f (²)

1
expf ¯ (² ¡ ¹ )g + 1

=
Z ¹

0
d²f (²) +

¼2

6
(kB T)2f

0
(¹ ) + O(T4) (8.17)

On en d¶eduit aprµes ¶elimination de ¹ entre les d¶eveloppements de (8.14) et
(8.15), l'expression de l'¶energieinterne du gaz de fermions sansinteractions µa
temp¶erature T < TF :

E (N ; T; V ) =
3
5

N kB TF

"

1 +
5¼2

12

µ
T
TF

¶ 2

+ ¢¢¢

#

(8.18)

expressionqui con¯rme le raisonnement qualitatif du paragraphepr¶ec¶edent.
La chaleur sp¶eci¯que des¶electronsest lin¶eaire en T et vaut :

C(N ; T; V ) =
@E
@T

= N kB
¼2

2

µ
T
TF

¶
+ ¢¢¢ (8.19)

L' ¶energiedes¶electronsdans les m¶etaux est tr µes¶elev¶ee,mais la chaleur sp¶eci-
¯que (c'est µa dire la variation de l'¶energieavec la temp¶erature) est tr µes faible.
Les fermions sont presquegel¶esdans leur ¶etat fondamental. De plus cette faible
chaleur sp¶eci¯que est en g¶en¶eral masqu¶ee par la chaleur sp¶eci¯que des vibra-

tions du r¶eseau(qui varie comme
³

T
TD

´ 3
oµu la temp¶erature caract¶eristique de

Debye TD est de l'ordre de quelquescentaines de kelvins). Il faut descendre
typiquement en dessousde 1K , pour que la chaleur sp¶eci¯que des¶electronsdue
au principe de Pauli domine la contribution desphononsdu r¶eseau.

L'entropie peut-être calcul¶eeµa partir de l'expressionde la chaleur sp¶eci¯que :

@S
@T

=
C
T

= N kB
¼2

2

µ
1

TF

¶
(8.20)

d'oµu :

S(T; V; N ) = N kB
¼2

2

µ
T
TF

¶
(8.21)

L'entropie est nulle µa temp¶erature nulle ; ce qui est coh¶erent avec le fait qu'µa
T=0, l'¶etat fondamental, quoi qu'il soit un ¶etat d'¶energie ¶elev¶ee, est unique
µa cause du principe de Pauli. Lorsque la temp¶erature croit, l'entropie croit
lin¶eairement avec la temp¶erature.
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Le potentiel chimique peut ¶egalement être calcul¶e µa partir des d¶eveloppe-
ments en T=TF d¶ecrits plus haut (appel¶es d¶eveloppement de Sommerfeld) on
trouve :

¹ (T; V; N ) = kB TF

"

1 ¡
¼2

12

µ
T
TF

¶ 2
#

(8.22)

Le potentiel chimique d¶ecroit quand la temp¶erature s'¶elµeve. Cette variation est
monotone. Nous savons que pour des temp¶eratures tr ¶es¶elev¶eespar rapport µa
TF le potentiel chimique rejoindra la valeur n¶egative kB T ln(n¸ 3).

8.4 Emission thermo-ionique

Dans un m¶etal les ¶electronspeuvent en premiµere approximation être consi-
d¶er¶escommeun gaz parfait de fermions (c'est µa dire desparticules sansinter-
actions). Toutefois, le con¯nement des ¶el¶ectrons dans le m¶etal qui est du aux
forcesd'attractions entre ¶electrons et noyaux ne peut être oubli¶e, lorsque l'on
s'int¶eresseµa l'¶emissiond'¶electrons par les m¶etaux que ce soit sous l'action de
la temp¶erature (e®et thermo-ionique) ou des photons (e®et photo-¶electrique).
Une mod¶elisation raisonable consiste µa consid¶erer que dans le m¶etal les ¶elec-
trons sont soumis µa une ¶energiepotentielle constante n¶egative (¡ W), ¶energie
potentielle qui s'annule µa l'ext ¶erieur du m¶etal.

Les particules qui ¶echappent µa cepuits de potentiel doivent donc avoir dans
le m¶etal une ¶energiecin¶etique perpendiculaire µa la surface (c'est µa dire selon
z) sup¶erieure ou ¶egaleµa W et par suite une quantit ¶e de mouvement selon Oz
sup¶erieureµa pmin

z =
p

2mW . 4 Les¶electronsqui quittent le m¶etal par unesurface
S entre les instants t et t + dt ¶etaient dans le volume Svzdt (avec 1

2mv2
z ¸ W).

Par unit ¶e de temps et de surface,le nombre total d'¶electronssortant du m¶etal
vaut donc :

R(T; ¹ ) =
2
h3

Z 1

pmin
z

dpz

Z 1

py = ¡1

Z 1

px = ¡1
dpxdpy

2

4 1

exp
n

¯ ( p2

2m ¡ ¹ )
o

+ 1

3

5 pz

m
:

(8.23)
On intµegrecette expressionen passant aux variables cylindriques p? ; '; pz :

R(T; ¹ ) =
2
h3

Z 1

pmin
z

dpz
pz

m

Z 1

p? = ¡1

Z 2¼

' =0
p? dp? d'

2

4 1

exp
n

¯ ( p2
? + p2

z
2m ¡ ¹ )

o
+ 1

3

5 :

(8.24)

R(T; ¹ ) =
4¼
h3

Z 1

pmin
z

dpz
pz

m

Z 1

p? = ¡1
p? dp?

2

4 1

exp
n

¯ ( p2
? + p2

z
2m ¡ ¹ )

o
+ 1

3

5 :

(8.25)

R(T; ¹ ) =
4¼kB T

h3

Z 1

pmin
z

dpz pz ln
·
1 + exp

½
¡ ¯ (

p2
z

2m
¡ ¹ )

¾¸
: (8.26)

4On n¶eglige ici les particules qui passeraient par e®et tunnel.

76



8.4 Emission thermo-ionique

R(T; ¹ ) =
4¼mkB T

h3

Z 1

" z = W
d"z ln

h
1 + ē (¹ ¡ " z )

i
(8.27)

Or ē (¹ ¡ " z ) ¿ 1 et par suite utilisant le fait que ln(1 + z) ' z pour z petit, il
vient :

R(T; ¹ ) =
4¼mkB T

h3

Z 1

" z = W
d"zē (¹ ¡ " z ) =

4¼mk2
B T2

h3 ē (¹ ¡ W ) : (8.28)

Il nous reste maintenant µa remplacer le potentiel chimique par sa valeur
pour obtenir le taux d'¶emissionthermo-ionique.

Si nous utilisons le fait que les ¶electronssont un gaz de fermions ob¶eissant
µa la statistique de F-D nous trouvons :

R(T) =
4¼mk2

B T2

h3 ē (kB TF ¡ W ) : (8.29)

ce qui est la formule en accord avec l'exp¶erience5.
La quantit ¶e W ¡ kB TF est appel¶eetravail d'extraction du m¶etal.
Exp¶eriencede Davisson et Germer sur la r¶e°ection des¶electronsd'¶energies

incidentes E par un m¶etal permet de mesurer l'indice de refraction du m¶etal :

n =
¸ ext

¸ int
=

r
E + W

E
(8.30)

Ils on trouv¶e pour le tungsten W = 13; 5 eV. Or le travail d'extraction mesur¶e
par ¶emissionthermo-ionique est de 4; 5 eV ce qui est un bon accord avec une
¶energiede Fermi de 9 eV conformeµa la densit¶e de porteurs dans le m¶etal.

5Si comme Richardson en 1902, nous n'avions pas tenu compte de l'indiscernabilite ¶e nous
aurions remplac¶e le potentiel chimique par sa valeur classique ¹ = kB T ln( n¸ 3) et nous au-
rions obtenu un comportement en temp¶erature l¶egµerement di®¶erent et surtout des ordres de
grandeurs tout µa fait incorrects.
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Cha pitre 9

Gaz parf ait de bosons massifs-
Condensati on de Bose

Comme nous l'avons vu dans la premiµere discussionsur les ¶ecarts par rap-
port µa la statistique de Maxwell-Boltzmann, lorsquel'on refroidit un gazparfait
" classique"µa nombre de particules constant, (n¸ 3) crô³t, le recouvrement des
paquets d'ondes thermiques devient un ph¶enomµene non n¶egligeableet il faut
tenir compte de la nature bosonsou fermions desparticules. Pour les fermions
nous avons vu dans le chapitre pr¶ec¶edent les cons¶equencesdu principe d'exclu-
sion de Pauli. Pour les bosonsde massem, nous allons ¶etudier maintenant les
cons¶equencesde l'indiscernabilit ¶e desparticules qui setraduisent par l'occupa-
tion moyenned'un niveau d'¶energie² ¸ :

nB E
¸ (T; ¹; V ) =

1
expf ¯ (² ¸ ¡ ¹ )g ¡ 1

(9.1)

repr¶esent¶eesur la ¯gure ci dessous(9.1).

4

3

2

-1 10
Fig. 9.1 { Nombre moyen d'occupation d'un ¶etat dans la statistique de Bose-
Einstein. L'¶echelledes¶energiesestchoisiede telle sortequele potentiel chimique
¹ = ¡ 1.
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Gaz parfait de bosonsmassifs-Condensationde Bose

9.1 Refroidissemen t depuis les hautes temp ¶eratures
du gaz de bosons. Condensa tion de Bose-Einstein

L'¶equation (9.1) implique que le nombre de particules total moyen dans un
volume V , µa la temp¶erature T, au potentiel chimique ¹ , s'¶ecrit :

N (T; ¹; V ) =
V

(2¼)3

Z
d3k

1
expf ¯ (²k ¡ ¹ )g ¡ 1

(9.2)

oµu nous rappelons que ²k = ~2k2

2m . Examinons cette ¶equation pour comprendre
qualitativ ement commen t le poten tiel chimique ¶evolue lorsque l'on re-
froidit le gaz µa n = N

V constan t . A haute temp¶erature ¹ M B = kB T ln(n¸ 3),
est n¶egatif ; il croit continuement quand la temp¶erature d¶ecrô³t (et que corr¶e-
lativ ement ¸ croit). Lorsque le gaz passedans le domaine oµu le traitement de
l'indiscernabilit ¶e rend la formule (9.2) indispensable,le sensde variation de ¹
reste le même : l'in t¶egrale (9.2) varie comme exp(¯ ¹ ). Lorsque T d¶ecrô³t, ¹
continue µa crô³tre et tend vers ²0 (¶etat fondamental du spectre des¶energiesde
translation) pour contrebalancer la croissancede ¯ = 1

kB T (voir ¯gure 9.2) !

21

Fig. 9.2 { Evolution du potentiel chimique lorsque l'on refroidit un systµemeµa
densit¶e constante : ¹ croissant (¹ 2 > ¹ 1).

MAIS la convergeancede la s¶erie qui a conduit µa l'expression(9.1), n¶ecessite
que ¹ ¡ ²0 < 0 . La formulation ci-dessuspermet donc de descendrejusqu'µa une
temp¶erature caract¶eristique d¶e¯nie par TB E

1 :

N =
V

(2¼)3

Z
d3k

1

exp
n

²k
kB TB E

o
¡ 1

(9.3)

Tous calculs faits, cette condition s'¶ecrit :

N
V

¸ 3
B E = 2; 612 (9.4)

1dans le calcul de la temp¶erature critique TB E , on prend ²0 = ~2

2mL 2 = 0, ce qui est
totalement justi¯ ¶e pour un systµeme macroscopique.Dans la même approximation, vous lirez
que le potentiel chimique du gaz de bosonsest born¶e sup¶erieurement par 0 et attein t 0 µa la
condensation de Bose-Einstein
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9.2 Physique du gaz de bosonsen dessousde la transition de Bose-Einstein

oµu ¸ B E est la longueur d'onde de De Broglie µa la temp¶erature TB E . En ex-
plicitan t l'expression de la longueur d'onde de De Broglie en fonction de la
temp¶erature, on trouve :

kB TB E =
h2

2¼m

µ
n

2; 612

¶ 2=3

(9.5)

» 0; 167
h2

2m

µ
N
V

¶ 2=3

(9.6)

Remarquonsque cette temp¶erature caract¶eristique est du mêmeordre de gran-
deur que la temp¶erature caract¶eristique de Fermi pour les fermions (Eq. 8.5).
L'origine physique de cesdeux ph¶enomµenesest la même,c'est le recouvrement
despaquetsd'ondesdesparticules quand la temp¶erature diminue et la manifes-
tation de l'indiscernabilit ¶e desparticules. Les di®¶erencesentre lescons¶equences
physiquessont li¶eesaux di®¶erencesquantiques d'occupation des¶etats entre bo-
sonset fermions.

9.2 Physique du gaz de bosons en dessous de la tra n-
sition de Bose-Einstein

La formule (9.2) permet de comprendre comment le systµeme se comporte
lorsque la temp¶erature descendjusqu'µa TB E . Mais elle ne permet pas de r¶e-
pondre µa la question que sepasse-t'-il si la temp¶erature du thermostat descend
en dessousde TB E ? L'application de la formule (9.2) rend alors compte d'une
fraction seulement du nombre de particules total, fraction ¶egaleµa :

Nexcitations =
V

(2¼)3

Z
d3k

1

exp
n

²k
kB T

o
¡ 1

= N
µ

T
TB E

¶ 3=2

: (9.7)

On comprend oµu sont pass¶eesles "particules manquantes", en remarquant que
lorsque (¹ ¡ ²0) ! 0, l'occupation de l'¶etat fondamental ²0 donn¶ee par (9.1)
peut diverger.Cette divergeancen'est pasprise encomptedansla formule (9.7).
En fait les particules manquantes de la formule (9.7) secondensent en nombre
macroscopiquedansl'¶etat fondamental ²0 du problµeme: c'est cequel'on appelle
la condensationde Bose-Einstein.La temp¶erature de la condensationde Bose-
Einstein est donn¶eeci-dessus(9.6) et le nombre de particules dans le condensat
vaut :

Ncondensat = N

"

1 ¡
µ

T
TB E

¶ 3=2
#

: (9.8)

Ceci est un r¶esultat tout µa fait exceptionnel! A la limite thermodynamique,
l'occupation de l'¶etat fondamental en dessousde la temp¶erature de condensa-
tion de Bose-Einstein devient macroscopique: c'est µa dire proportionnel µa N ,
alors que vous pourrez ais¶ement v¶eri¯er que le nombre d'occupation du pre-
mier ¶etat excit¶e ²1, comme celui de tous les autres ¶etats de translation, reste
dans toutes circonstancesau plus d'ordre N 2=3. Cette propri¶et¶e explique que
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le systµemecondens¶e de Boseait des propri¶et¶esmacroscopiques,tout µa fait in-
usuellesen "physique classique": e®etfontaine, e®etJosephsonetc.. e®etsqui
sont une cons¶equencedirecte de la nature quan tique macroscopique de ce
condensat .

Ayant compris la r¶epartition des particules entre l'¶etat fondamental (le
condensat Eq. 9.8) et les ¶etats excit¶es (Nexcitations Eq. 9.7), il est facile de
calculer la thermodynamique du systµeme.

La contribution extensiveµa l'¶energietotale du systµemesetrouveenti µerement
et uniquement dans les excitations2, elle vaut :

E =
V

(2¼)3

Z
d3k

~2k2

2m
1

exp
n

²k
kB T

o
¡ 1

: (9.9)

Il est facile en faisant le changement de variable x = ²k
kB T de montrer que :

E = kB T
V
¸ 3

2
p

¼

Z
x3=2dx
ex ¡ 1

(9.10)

' 2:0 kB T
V
¸ 3 (9.11)

' 0:770N kB T
µ

T
TB E

¶ 3=2

(9.12)

L'¶energievarie en dessousde la temp¶erature de Bose-EinsteincommeT 5=2. On
obtient la pressionen revenant µa la d¶e¯nition cin¶etique fondamentale :

P =
2
3

E
V

(9.13)

' 0:51
N
V

kB T
µ

T
TB E

¶ 3=2

: (9.14)

En r¶ealit¶e, ce r¶esultat ¶ecrit de cette fa»con masqueun fait important : si on
substitue la valeur de la temp¶erature de condensationde BoseEinstein par sa
valeur en fonction de N et V , ou ce qui est ¶equivalent si on utilise l'¶equation
(9.11) on trouve que

P ' 1:34
kB T
¸ 3 (9.15)

Cette ¶equation nous montre que la pressionmesur¶eene d¶epend que de la tem-
p¶erature et non du volume o®ert au systµeme : ceci est caract¶eristique d'une
transition de phase du premier ordre. A la coexistencedes deux phases,gaz
d'excitations et condensat,le systµemequi ¶etait bivariant au dessusde TB E de-
vient univariant en dessousde TB E . On doit en fait consid¶erer l'¶equation (9.15)
commel'¶equation de la courbe de coexistence. Cette courbe de coexistenceest
par ailleurs d¶e¯nie par ¹ (T; P) = 0.

2 l' ¶etat fondamental a une ¶energie individuelle ²0 qui varie comme 1
L 2 / 1

N 2= 3 et par suite

son ¶energie totale est d'ordre N 1=3
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9.3 Allure g¶en¶erale de l'¶equation d'¶etat d'un gaz parfait en fonction de la
temp¶erature

9.3 Allure g¶en¶erale de l' ¶equation d' ¶etat d'un gaz par-
fait en fonction de la temp ¶erature

On peut maintenant interpoler entre les r¶esultats µa haute temp¶erature ob-
tenus dans la statistique de Maxwell Boltzmann et ceux µa bassetemp¶erature
obtenus dans lesdeux dernierschapitres pour les fermions et lesbosonset don-
ner l'allure du diagramme PV fonction de la temp¶erature pour un gaz parfait
µa nombre de particules constants. Cescourbessont dessin¶eessur la ¯gure (9.3).
On constate que la pressiondes fermions est toujours sup¶erieure µa la pression

B-E

F-D M-B

Fig. 9.3 { Equation d'¶etat d'un gaz parfait de bosons(B-E) ou de fermions
(F-D) dans tout le domaine des bassestemp¶eratures. La limite commune µa
haute temp¶erature est indiqu¶eepar le sigle MB (pour Maxwell-Boltzmann). La
temp¶erature TC est d¶e¯nie comme la temp¶erature pour laquelle N

V ¸ 3 = 1 . La
temp¶erature de la condensationde BoseTB E ' :527TC .

du gaz de Maxwell Boltzmann et inversement pour les bosons.
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Cha pitre 10

Thermo dy nami que du
rayonnemen t

Nous avons not¶e dans les chapitres pr¶ec¶edents que les photons ¶etaient des
bosons.La grande di®¶erenceentre les bosonsmassifset les bosonssansmasse
commelesphotonsestquele nombre dephotonsn'est pasunevariable conserva-
tiv e. De cefait, il n'y a pas lieu d'in troduire la notion de potentiel chimique des
photons. L'application de la statistique grand-canoniqueaux photons conduit
au nombre moyen d'occupation du niveau d'¶energie² :

n(T; V ) =
1

ē ² ¡ 1
: (10.1)

L'¶energied'un photon de pulsation ! est ² = ~! . Elle peut aussi s'exprimer µa
l'aide du module desonvecteurd'onde k sousla forme ² = ~ck oµu c est la c¶el¶erit¶e
de la lumiµere (c » 3: 108ms¡ 1). L' ¶energiemoyennemoyennedu rayonnement µa
la temp¶erature T dans un volume V (cavit ¶e d'un corps noir) peut donc s'¶ecrire
sousla forme :

E(T; V ) = 2
V

(2¼)3

Z
d3k

~ck
ē (~ck) ¡ 1

: (10.2)

Le facteur 2 qui intervient danscette expressionprovient de l'existencede deux
ondeslumineusestransversespar vecteur d'onde.

La densit¶e d'¶energiedu rayonnement thermique par unit ¶e de volume entre
les pulsations ! et ! + d! est ¶egalement un r¶esultat extr¶emement utile :

u(! )d! =
~

¼2c3

! 3

ē ~! ¡ 1
d! : (10.3)

C'est la fameuseformule de Planck (1900).
La formule (10.2) ressemble tr µespr¶ecis¶emment µa la formule (5.31) donnant

l'¶en¶ergie totale des vibrations du r¶eseau.Ceci n'est pas un hasard : les modes
de vibration du champ ¶electro-magn¶etique peuvent être au mêmetitre que les
vibrations du r¶eseauconsid¶er¶escommedesoscillateurs. Ils ont la mêmerelation
de dispersion ² = ~ck 1. La di®¶erenceessentielle provient du fait que le nombre

1pour le champ ¶el¶ectromagn¶etique cette relation est exacte quelque soit le vecteur d'onde,
alors que c'est une approximation pour les vibrations du r¶eseaucristallin.
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de fr¶equencesde vibration distinctes est born¶e (par 3N pour un solide de N
atomes), alors que dans le vide le spectre desfr¶equencesdu rayonnement n'est
pas born¶e et l'in t¶egrale(10.2) est une int¶egralequi s'¶etend a priori en premiµere
approximation de z¶ero µa l'in¯ni. 2

En faisant le changement de variable x = ¯ (~ck) on peut r¶e¶ecrire cette
expressionsousla forme :

E(T; V ) =
V
¼2

(kB T)4

(~c)3

Z
dx

x3

ex ¡ 1
: (10.4)

Cette ¶equation, oµu l'in t¶egraleest un nombre sansdimension, exprime la loi de
Stefan du rayonnement (1879), loi qui pr¶eciseque l'¶energie du rayonnement
varie commeT4.

Dans la thermodynamique du rayonnement, la quantit ¶e mesurable impor-
tante est la densit¶e de °ux d'¶energieen fonction de la longueur d'onde 3. Des
expressionsci-dessuson d¶eduit ais¶ement la densit¶e d'¶energiecompriseentre les
longueursd'onde ¸ et ¸ + d¸ :

u(¸ )d¸ /
2hc
¸ 5

exp( hc
kB T ¸ ) ¡ 1

d¸ (10.5)

et la densit¶e de °ux d'¶energie:

½(¸ ) /
2hc2

¸ 5

exp( hc
kB T ¸ ) ¡ 1

(10.6)

Cette quantit ¶e est µa une constante multiplicativ e prµes la luminance de l'ob jet.
Premiµere loi de Wien : la luminance d'un corps pr¶esente un maximum en

longueur d'onde qui est solution de l'¶equation :
µ

5 ¡
hc

kB T¸ max

¶
exp

µ
hc

kB T¸ max

¶
= 5 (10.7)

solution qui s'explicite en T¸ max = 2; 897K :¹m .
Cette loi est tr µes importante elle permet de faire une appr¶eciation spectro-

scopiquerapide de la temp¶erature (au moins de la temp¶erature de surface)des
objets qui rayonnent.. C'est ainsi que le soleil dont le maximum de luminance
est dans le jaune a une temp¶erature de surfacede l'ordre de 5800kelvins.

Pour m¶emoireon retrouve¶egalement la deuxiµemeloi de Wien : la luminance
maximale varie en T5.

2Le point de vue en termes d'oscillateurs est essentiellement celui de Planck (1900) ; celui
en termes de bosonscelui d'Einstein (1925).

3Atten tion ¸ dans ce chapitre repr¶esente la longueur d'onde du rayonnement ¸ = 2¼
k .
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