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Chapitre 1

Intro ducti on : micro-§tats et
macro- §tats. Dy namique.
E®ets qualitati fs des

excitati ons "thermi ques"

1.1 Objet de la physigue statistique

D#crire une assenblfe d'un nombre macroscopiquede constituants micro-
scopiquespour §clairer de I'in t®rieur divers comportements macroscopiquedels
que les comportements thermodynamiques : §quation d'§tat, chaleurs sp§ci-
“ques, susceptibilit§ magntique, polarisabilit §.

1.2 Propri §t®sdyna miques supp osesconnues au ni-
veau microscopique

La dynamique des §tats microscopiquesdes N particules et leurs §nergies
accessiblesornt d§crites par la m§caniquequartique. Les propri§t§squantiques
sort entipremen contenues dans les §tats propres du hamiltonien du systeme
1.

Hj2 >;= Ejj2 >;j (1.1)

L'indice | dfcrit I'espace des §tats propres du hamiltonien, que I'on appelle
parfois dansleslivres de Physique Statistique les"micro-§tats". Danslesmodgles
gue nous considareronscette annfe,la dynamique quartique seraextrémemern
simple : particules massiwes sansinteraction dans une ba?te pour le gaz parfait
par exemple..

Il 'y a deux id§esimportantes en ce qui concernela physique statistique :

{ On peut §rum@rer ces@tats

1En d'autres termes dans les solutions de I' §quation de Schroedinger rgissan la dynamique
des constituants que I'on considagre - atomes, ions ou spins



Introduction : micro-§tats et macro-§tats. Dynamique. E®etsqualitatifs des
excitations "thermiques"

{ Lesj® >; sont desfonctions d'onde g N corps: c'est un point primordial
car celaimpliqgue que pour une §nergiemacroscopiqueE du sysiemeg N
corps, le nombre d'§tats microscopiquesr§alisart la valeur E g tE prpgs
est colossalet cra®t exponertiellement avec N (voir exemplesci-dessous)

Ce sornt lesdeux id§esque nous allons illustrer dans ce qui suit et utiliser pour
construire une th®oriesusceptiblede d§crire la thermodynamique d'un systgme:
gaz parfait, systamede spins etc..

1.3 Exemple : assembl®e de spins sur un r@seau. Quelques
consid §rations qualita tiv es sur les e®ets d'une
excita tion "thermique"

PrenonsN spinsd'un solide paramagrfitique (Al O3 par exempledop® avec
Fe) : lesspinssort x §ssur un r@seauet ils peuvent s'orienter dans un champ
magn@tique B externe oy leur §nergieest :

X

H=j LB (1.2)
i=1::N

L; est le moment magnitique de spin des impuret§s paramagrfitiques, B est
dirig® selonz, la composarie d'un spin selonz peut prendre deux valeurs 81 .

Description du spectre d'®nergie du systpme :

L'®nergietotale minimum possibleestEnin = | N1B , I'@nergietotale maxi-
mum possibleest N 1B .

A T= 0 Le problpmede la recherche de I' §quilibre est un problgme de
m®&canique quartique : le systameg I'§quilibre est dans|' §tat d'§nergiele plus
bas. C'est un §tat unique du point de vue microscopiqueop tous les momerts
magnBtiquesde spin? sort dirig@sparallglemen au champ magrtique. Du point
de vue thermodynamique I'@nergieinterne se r@duit alors g Enmin = | N1B .
Remarque: TS = 0.

On intro duit maintenant de I'@§nergie "thermique" (par exemple
en chau®ant le mat §riau)

Du point de vue microscopique) transition versdes®tats excit§s.

Transitions possiblesvers combien d' §tats ?

Cela d&pend de la quantit § d'§nergied'origine thermique 2y, qui a §t§ ap-
port®eau systgme. Faisonsnaivemert un petit comptage.

Si 2y, = 2'B, un spin seulemen est excit§. Le nombre d'§tats microsco-
piques accessibled est N, ce qui est d§ja trgs grand alors que I'on peut com-
prendre qualitativemen dans l'esprit de la th§orie cin§tique des gaz que la
"temp@rature” (que nousdevronsd® nir de manigre pr§cise)esttoujours micro-
scopiquemen petite..

Si 2y, = 4B , deux spins seulemen sort excit®s: le nombre d'§tats acces-
siblesestN (N j 1)=2.. alorsquela "temp®rature esttoujours microscopiquemen
petite”..

2par abus de langage je dirai simplement "spins" dans le futur
3accessiblesveut dire accessiblespar transitions quantiques permises depuis I'§tat fonda-
mental.



1.3 Exemple : assenbl$§ede spins sur un r§seau.Quelquesconsidgrations
qualitativ essur les e®etsd'une excitation "thermique".

Sil'§nergieapport$eestd'ordre ® 1B , (avec0 < ® < 1) un hombre macro-
scopiquede spinssort excit§s.2y, = N B correspond exactemern g l'excitation
d'un spin sur deux. Le systame est alors totalement d§sordonr§ *.

Quel estle nombre d'§tats microscopigues("micro§tats") qui ont cette §ner-
gie totale nulle ?

R&ponse:
N!

T T (N=2)(N=2)!
Essayez d'§valuer ce nombre pour desvaleurs "raisonnables"de N .
Ce nombre est excessiemern grand : enfait il cro®t exponertiellement avec

(1.3)

N. p
NI NNelN" 2uN (1.4)
On utilisera le d®veloppemert limit § du logarithme de N ! (d®§weloppemert de
Stirling) :

IN(NHY = NIn(N)j N+ O(nN) (1.5)

On trouve dans ce casparticulier pour le logarithme du nb d'@tats accessibles
In() = NIn2+ O(InN) (1.6)

Ce nombre est presque®gal au nombre total d'§tats microscopiquesdu systgme
(In(2N) = N In2).
Cas plus g®n@ral : pour une §nergiemoyennetotale :

E=iNMB (1.7)

ogu M est la polarisation du milieu, d§ nie en fonction du nombre de spins

parallglesau champ B N, respectivemert anti-parall glesN; etdeN le nombre

de spinstotal comme:

N+ i N; .

-
On obtient le nombre d'§tats microscopiguesaccessiblegpour une §nergie

totale E, c'estpdire d'aprpsl'Eq. 1.7, pour une polarisation M donnfe,comme:

M = (1.8)

NI
ST (ND)(N)!

soit en utilisant la formule de Stirling :

(1.9)

In(-) = NIn2j NE[(1+ M)InA+ M)+ (2j M)In(2; M)]+ O(nN) (1.10)

Ce qui d'aprps|'§quation de I'§nergietotale ci-dessus(Eq. 1.7) ser§§crit :

N E E E E ]
nG-) =NIn2j - Qi —=)INAQj —=)+ 1+ —)In(L + +0O(InN
N =NIN2 5 (@0 )N ) + (L ) I+ o) +0(nN)

(1.11)

“Nous verrons dans le chapitre suivant que cecicorrespond g une temp®rature in nie. Nous
pourrons ensuite comprendre en §tudiant le 2nd Princip e dans le chapitre 3 qu'il estimp ossible
par des moyens purement thermiques de d§passercette situation.



Introduction : micro-§tats et macro-§tats. Dynamique. E®etsqualitatifs des
excitations "thermiques"

Ce nombre In(-) est prop ortionnel g N et ne dgpend que de I' §ner-
gie totale E et de constan tes, qui rendent les di®$rentes quantit §sper-
tinen tes sans dimension. Cette propri §t® est une propri §t®% g®&n@rique
pour les systgpmes thermo dynamiques.

Pour un systemede N objets, conn&tre |'§nergietotale c'est connétre fort
peu de chosesau niveau microscopique..et pourtant comme nous le verrons
plus tard il suxt de connatre E et le nombre log(-( E)) (qui n'est autre g une
constarte multiplicativ e prgs que I'entropie du systgme) pour pouvoir d§crire
les comportements thermodynamiquesde celui-ci!
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Chapitre 2

Ensemble Mi cro canoni que

2.1 Pr®&requis

La relation fondamertale de la thermodynamique :

ds= LdE+ Pdvi —dN (2.1)
T T ' T '

2.2 Les hyp oth pses micro canoniques

Nous considirons un systgmede N objets microscopiques identiques :
atomes, mol§cules, ions ou spins... isolfs : donc leur §nergie totale est une
constarte que nous noteronsE ou U en r§ffrenceaux notations traditionnelles
en thermodynamique. N est suppost X & (systeme ferm$), de m&me que le
volume V du systame.

Cet §tat macroscopiquepeut etre r@alig de -( E;V;N) faeons di®Rgrertes
(voir par exemplela formule 1.11 ci-dessus). A I'&dhelle macroscopiquerien ne
distingue a priori ces-( E;V;N) §tats.

Dans une th®§orie statistique si I'on suppose que le systgme peut e®ectie-
ment setrouver dans n'imp orte lequel de ces$tats microscopiquessansaucun
biais en faveur ou en d§faveur d'un quelconqued'entre eux, I'nypothpgsela plus
raisonnable est que ces -( E) §tats microscopiques sont §galement pro-
bables : c'est I'h yp oth gse micro canonique fondamen tale..

La probabilit § d'avoir le sysgmedans|'§tat j2 >; estalors:

1

Pj = —_( E;V;N) (2.2)

Le lien avecl'exp@rienced'une telle th§orie,implique queles$§tats considgrés
commemicroscopiquemen accessiblesoiert e®ectivemert r§aligsen pratique :
danscette hypothpse,quel'on nommehyp oth gse ergo dique , le r§sultat d'une
mesure thermodynamique §tal§e sur un laps de temps assezlong est suppos§

1V n'est pas une variable pertinente dans le problgme des spins qui ne sort pas sensiblesg
la pression.
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Ensenble Microcanonique

faire un §dantillonnage pertinent de cet ensenble d'§tats accessiblesComme
nous le verrons plus loin en considérant la forme de la distribution des §tats
microscopiquesaccessiblesgette question est pour un grand systamebeaucoup
moins critique que I'on ne pourrait le penserg priori.

Comme nous lavons vu pr&cdemment sur I'exemple particulier
des spins, -( E;V;N) est en g8n®@ral une fonction qui cro®t exponen-
tiellemen t avec la taille du systgme : son logarithme est donc une
fonction lin §aire en N. Suivant Boltzmann nous d® nirons I'en tropie
statistique du systgme comme :

S(E;V;N)= kg Inf-( E;V;N)g (2.3)

Remarques:

{ L'en tropie estune fonction extensiv e : i.e. proportionnelle g N. C'est
une propri§t§ additiv e. Considgronsun systgmetotal constitu® de deux
sous-sysgmesA et B : dans la mesure oy les §tats microscopiquesdu
systgme total peuvent etre d§crits comme produits des §tats microsco-
pigues des deux sous-sysgmes,l'entropie du systgmetotal estla somme
des entropies des deux sous-sysgmes(exemples: deux volumes de gaz
adjacerts...).

{ Elle mesurel'information microscopiquemanquane : §galeg 0, si le sys-
tgmeestdansun §tat microscopiqueunique auquelcason conngt tout sur
lui ; croissart quand le nombre d'§tats microscopiguesaccessiblesro?t, ce
qui s'accompagned'une dgcroissancale la connaissancenicroscopiquede
I'@tat du systgme.

{ Elle alesdimensionsde kg c'est p dire d'une §nergiedivis§e par la tem-
pGrature (kg » 10 23 oule:kelvini 1),

{ La d€ nition de I'entropie microcanoniquepermet de r@crire la distribu-
tion de probabilit  microcanoniquesousla forme

Pj | € Ske (2-4)

Plus important g court terme, conform §ment g la relation thermo dyna-
mique fondamen tale (eq. 2.1) on d® nit la temp ®rature "micro cano-
nique” .
1 _ManceEviny”
ke T @3 V:N

Nous verrons dans ce qui suit, que cette d§ nition appliqu§e au gaz parfait
redonne bien la temp@rature cin§tique telle qu'elle a §t® introduite dans les
cours ant@rieurs.

(2.5)

2.3 Exemple des spins : leur §quation d'@tat

Des ®quations (2.5) et (1.11), on dgduit I'§quation d'§tat desspins:
1B
kg T

M = th(—): (2.6)

voir congquencegi§taillesen T.D.

12



2.4 Le gaz parfait monoatomique dans la description microcanonique

2.4 Le gaz parfait monoatomique dans la description
micro canonique

Nous avons vu dans ce qui pr@aqde que la description d'un systgme ther-
modynamique dans|'hypothgsemicrocanoniquengcessitaitde mettre en oeuvre
un calcul et un seul, celui du nombre d'§tats microcopiguessusceptiblesd'etre
r@aliggsdansun macro-§tat macroscopique Nous avonsfait cecalcul in extenso
en ce qui concerneles spins sur un r@seau..

Regardonsle problpmepour le gazparfait. Nous reprenonsles mémes§tapes
gue pour les spins:

{ le spectre d'@nergie : il n'est pashorn§etvadeOp+1 .

{ Les §tats propres :cesort desproduits? d'ondesplanese’* i quarnti” §es
dans une bo’te cubique de cot® L = V173, Chacune de cesondesplanes
est caract@risge par son vecteur d'onde, dont chague composarte est un
multiple ertier de: = 2% .

{ Dans l'espace des vecteurs d'ondes, les vecteurs d'ondes permis
sont distribu ®s avec une densit § uniforme. A chaque onde plane
accessibleg une particule peut donc tre assai® un volume §lmertaire :

s (29°,
Dans l'espacedes impulsions (ou quartit s de mouvemert p; = ~ki) g

chaque onde plane accessibleg une particule peut donc etre assai§ un

volume §i$mertaire : He
3_ N,
= — 2.
Pour N particules le volume §lfmertaire d'un §tat est dans I'espacedes
quantit #&sde mouvemert (pq;p,:ipy) (espace de dimension 3N)

uhgﬂN
v

3N _
Po =

(2.9)
La connaissance de ce volume @®l§mentaire dans l'espace P3N va
nous permettre de faire le comptage du nombre d'§tats micro-
scopiques accessibles pour une §nergie macroscopique donn §e E
d® nie p +E prps.

{ Une#@nergietotale E du gazparfait estobtenue commela sommedes$ner-
gies cintiques de sesconstituants. L'&nergiecin§tique e du constituant

i de massem et de quartit § de mouvemen p; = ~k; vaut :
2
_ bi.
= — 2.10
&= on (2.10)
et I'§nergietotale E :
X p?
E= — 2.11
om (2.11)

Znous reviendrons dans le chapitre, particules indiscernables, princip e de Pauli, sur cette
atrmation qui n'est plus valable pour les premiers niveaux excit§sdu bas du spectre d'&nergie
des particules indiscernables.
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Ensenble Microcanonique

Dans l'espaceP3N | les §tats d'§nergieE d§ nie p +E prassort cortenus
entre deux hypersphgresde rayons P :

P = (2mE)'? (2.12)
etP+ dP : . e
+
P =-_———_: 2.13
2 (2mE )12 (2.13)

Le volume ainsi d§limit§ dans I'espaceP 3N est®galp :
dV = ®; P3Ni 1dP (2.14)

Oou ®zy est une constarte multiplicativ e qui ne d§pend pasde P et donc

pasde E 3 . Le nombre d'§tats microscopiquesd'§nergie comprise ertre

E et E + +E estdonc:

®sn P3N 1dP
pe"

Remarque importante : dP jn'est pas une fonction exponertielle de N,
cette quartit § varie comme N (voir Eqg. 2.13). Par suite,

-(E;V;N) = (2.15)

H P3N1 lﬂ
NCCEVINY = I g+ In(@y) + Ofin N) (2.16)
0
In(-( E;V:N)) = 3N In(pi) + In(®y) + O(In N) (2.17)
0

Remarques

{ Le d®wveloppemert limit & de I'quation (2.17) a comme termes domi-
nants les termes en N In() (les deux premiers termes du menbre de
droite) , et commetermes sous-dominarts destermesen In(N) regrou-
p®sdansle O(In N). En passan deI'§quation (2.16) pI'§quation (2.17),
nous avons r§gularisg ce d§veloppemert en supprimant dansle premier
terme du membre de droite de I'§quation (2.16) un terme d'ordre In(N)
qui setrouvedans(2.17) inclus dansle terme O(In N ). Cette analyseen
fonction du comportement en N montre que pour le calcul destermes
dominants en N, qui sort les seulsimportants g la limite thermody-
namique, il est §quivalent de considgrer la pellicule de I'hypersphare
comprise ertre les rayons P et P + dP ou I'hypersphare en entier :
cette propri§t® des hyper-espacesest une propri§t® qui heurte notre
"intuition" baggesur la gBonfitrie en 2 ou 3 dimensions!

{ plalimite thermodynamique, N j! 1 , seulslesdeux premierstermes
du d$®wveloppemert (2.17) comptent et donnert une entropie extensive.

3Nj 1 3N+1

3N
Ya 2

@ = (3xy; S 3N estpair et @ = A2 _Z2— si3N estimpair.
On retrouv e ais§mert cesr@sultats grace g la relation de r§currence
2Y.
®n = " 2

enremarquant que ®; = 2 et ® = 2Y

14



2.5 Conclusiondu chapitre

{ La constarte In(®3y) est une constarte sansimportance pour la ther-
modynamique propremert dit (car toutes les quartit §s thermodyna-
miquesmesurablegdirectemert s'expriment commedesd@rivéesde In(-)
gracep I'8quation 2.1). Elle est meémeincorrecte dans une th§orie pre-
nant en compte l'indiscernabilit § desparticules (que nousconsidarerons
dansun mois ou deux). De cefait, jusqu'pla prise en compte correctede
I'indiscernabilit § des particules nous nous corntenterons de la faire ap-
parattre sousla forme d'une constarte non explicit§e et nous §crirons
I'entropie du gaz parfait sousla forme :

h n 0 [
S(E;V;N)=3Nkg In E¥?v= + Cste (2.18)

{ La temp ®rature micro canonique estpar suite obtenue en utilisant
la relation fondamertale de la thermodynamique (Eq. 2.1) comme:

W
1 &
— = —_— 2.19
T E n (2.19)
11

3N kg >E

On retrouve bien I'§quation de d§ nition de la temp®§rature en th§orie
cin§tigue desgaz parfaits monoatomiques:

E = gN ke T (2.20)

Toutefoisla d§ nition dela temp@rature microcanonique(Eq. 2.5) com-
patible avecla relation fondamertale de la thermodynamique (Eq. 2.1),
est bien §videmmert plus gnrale et s'applique g tous les systgmes
thermodynamiquesisol§s.

{ Par ailleurs utilisant la relation fondamertale de la thermodynamique
(Eqg. 2.1), et I'entropie du gaz parfait (Eq. 2.18), on retrouve §galemen
I'8quation d'®tat du gaz parfait

T |

P @
= = 2.21
T @ . (2.21)
_ Nkg
vV

2.5 Conclusion du chapitre

La th®orie que nous venonsde mettre en place pour un systgmeferm§ de N
particules, isol§ du monde ext$rieur (E consenatif ), permet le calcul de I'§qua-
tion d'§tat de n'imp orte quel systamegracep la relation (2.1). Ceci ncessitele
calcul del'entropie du systameque suivant Boltzmann nousavonsd§ ni g partir
du nombre d'§tats accessiblegEq.2.3). Nous avons montr § sur deux exemples
commert calculer ab initio cette entropie d'un §tat macroscopique,et p partir
de celle-cil'§quation d'§tat du systgme.
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Chapitre 3

Loi de distri buti on d'une
vari able interne additive.
Critpres d' @§quilibre et de
stabilit$ d'un systgme
thermo dynamique. Second
Principe de la

thermo dy namique.

3.1 Premi pres consid §rations statistiques sur le 2nd
Princip e de la thermo dyna mique

Supposonsqu'il existe dansle systamemicrocanoniquede volumeV, d'§ner-
gie E et de nombre de particules N, une cortrainte interne qui xe g la valeur
Yo, une variable interne au systgme (appel§e ggniriquemert Y). L'objectif de
ce paragraphe est de comprendre qu'elle est I'entropie de ce systgme quand la
cortrainte interne est x §eet commert cette entropie §wlue quand on relache
la cortrainte.

Pour rendre cette discussionplus concrgte nouspouvonsprendre desexemples.
g l'int@rieur d'un r§cipiert contenant un gaz parfait on peut supposerque l'on
a fait coulisserune paroi siparart le volume en deux sous-sysgmesde volumes
VA et VB, que pour simpli'er nous prendrons §gaux, mais qui cortiennent
desnombres de particules (N” et NB) et des®nergies(E” et EB) di®Erertes.
L'€nergietotale et le nombre total de particules sort consengs:

E = EA+EB (3.1)
N = NA+NB (3.2)

Dans cesconditions, oy les deux systamessort faiblement coupl§s, le nombre

17
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d'@tats quartiques de I'ensem ble des systpmes A et B est:
-(E;N;EANA) = - o(EANA) - g(E | EAN§ NA): (3.3)

opu-( E;N;EA;NA) estle nombre d'§tats accessiblesu sysggmetotal cortraint,
- A(EA;NA) (resp. - g(E i EA;N j NA)) le nombre d'§tats accessiblesau
sous-sygme A (resp. B). Ce nombre d'@tats est plus petit que celui obtenu
en ne mettant pas de contraintes sur Ea et Na. Vous pouvez bien s0r le v§-
ri er num@riguemen sur I'exemple du gaz parfait grace g la formule (2.15),
mais c'est un r§sultat trivialement valable quelquesoit le systgme, puisquetous
les §tats cortraints font partie des$tats accessiblegour le systametotal non
contraint et que le systgme sanscortraintes peut etre dans de nombreux §tats
microscopiguesqui ne sort pas atteints en prsencedescortraintes. En termes
math®§matiquesceci s'§crit sousla forme :

-(E;N) A -(E;N;Ea;Na) (3.4)

oy -( E;N) estle nombre d'§tats accessiblesau systame total non cortraint,
Soit encore:

St (E;N) > St (E; NS Ea;NA): (3.9)

L' §quation (3.5) traduit le fait que la relaxation de la contrain te in-
terne @largit (en g®n@ral) I'ensem ble des §tats accessibles au systpme :
ce qui assure (en g8n®ral) la croissance de I'entropie du systpme. C'est
un premier aspect de la form ulation statistique du 2nd princip e.. Nous
allons en voir descongquencelus d#taill§esdans les paragraphessuivants.

Une petite remarque : nous avons dans cet exemple discut§ I'e®et de la
relaxation d'une cortrainte interne sur l'entropie d'un systameisol§. Il est par-
faitement clair, par exemplesur I'e®et d'un changemen de volume, que la for-
mulation ci-dessugestevalable sil'on changela contrainte externesur le volume
dans lequel le gaz est compris sanspar ailleurs lui apporter d'§nergie(on peut
penserg I'exp®riencede Joule Gay Lussacpar exemple).

3.2 Loi de distribution d'une variable interne : un
exemple simple

Un gaz parfait de N atomescontenus dans un r§cipiert de volume V.
- le nombre total d'§tats accessiblesu systame.
La variable interne estle nombre Y de particules dansle demi-volume de gauche,
-( Y = n) le nombre d'§tats pour lesquelsY = n.

On a bien s0r :
X
(Y=n)=- (3.6)
n=0

et la probabilit § de trouver Y = n est:

P(n) =

(Y=n Y_= n) 3.7)
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3.2 Loi de distribution d'une variable interne : un exemplesimple

On trouve (savoir faire le raisonnemen) que:
- =N (3.8)

-(Y=n)=Cg (3.9)

P(n) al'allure d'une courbe en cloche, elle est maximale pour Y = N=2, et est
d'autant plus §troite en valeur relative que N est grand. On peut d&velopper
cette probabilit § autour de son maximum g l'aide de la formule de Stirling et
on trouve r_

B 2 [ Ani N=2)2

P(n) = me N

c'est une loi de Gauss(voir paragrapheci-dessous)avec un maximum g N=2 et
un §cart quadratigue moyen ¢ n”® d§ ni par :

q___
¢n®= (nj N=2)2 (3.11)

(3.10)

dont la valeur estici : p_
N

¢n= — 3.12

> (3.12)

Avant de d&§velopper la th@orie g&nraledonnart la loi de distribution d'une

variable interne, nous pouvons remarquer sur cet exemple simple que la loi

(3.10), peut ser@§crire

1 (S(N=2)i S(n)’

P(n) = p————ex
(n) P orme P kg

(3.13)

et que les calculs faits ici sort exactemen les mémesque ceux faits pour les
spins. Dans les deux casil s'agit de problpmespour lesquels

i) les entit §s microscopiquesindividuelles (atomes ou spins) peuvent etre
dans deux §tats seulemen : un atome quelconquepeut &tre soit g gaude soit g
droite, un spin quelconquepeut &tre soit parallgle au champ soit antiparall gle
au champ magnftique.

ii) I'§tat d'un atome de gaz parfait comme celui d'un spin sansinteraction
avec les autres ne d&pend pas de celui de sescondingres.

Exercice d'entrainement : reprendre le m&éme problgme en consid§rant une
sBparation du volume V endeux volumes,v etV i v. D§terminer la probabilit §
de trouver n atomesdansle volume v ; §tudier lescasop v et V sort tous deux
du mémeordre de grandeur, et celui op v esttrgspetit devant V.

3.2.1 Distribution Gaussienne de probabilit &

La loi de Gaussou "distribution normale" de densit§ de probabilit § s'§crit
de manigre g§nrique :

1 Hoye

La variable Y est compriseertre j 0:67%- Y - 0:67% avec une probabilit §
1/2. La probabilit § est de 68; 3% dans un intervalle d'un §cart type ¥ autour
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stabilit § d'un systgmethermodynamique. SecondPrincipe de la
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du maximum, elle est de 95, 6% dans un intervalle de 8 2%; et de 99; 7% dans
un intervalle de § 3% autour du maximum. Les di®§rerts momerts de cette loi
de distribution d® nis par
Z,

YTP(Y)dY; (3.15)

ym
il

sort nuls si m estimpair, et valent pour m pair m = 2p:

o 2P, o
Y2 = ZP—p!%p (3.16)
Revenons maintenant g notre problgme. Pour un grand systame ferm§ de
N = 10?2 atomes (environ deux litres dans les conditions standard de temp@-
rature et de pression) la distribution du nombrggle particules dans la moiti §
gauche du volume a un §cart type %= ¢ n® = - = 0:5 10*1. La mesuredu
nombre de particules dans la partie gauche du volume donnera donc avec une
probabilit § de 99; 7% :

P—
N N
N gauche = > § 37 (3.17)
C'est p dire :
Ngauche = 05108 1:510' (3.18)
Ngauche = 0:510%%(1§ 0:00000000001) (3.19)

Une pr§cision relative de 10 ! est en r@alit§ inatteignable dans une mesure
physique faite dans un temps raisonnable!

La probabilit § de trouver N=2(1 § 10 1°) (§ 10%) est§galep 1 p 10 23 prps,
cellede trouver N=2(1 § 510 19) (§ 50%) est®galep 1 g 10 >4 prps!!!

Une telle pr&cisionde mesureest totalement irr §alisableen pratique.®

Compte tenu de la pr$cision que I'on peut mettre en oeuvre la valeur
la plus probable d'une grandeur extensiv e d'un systgme macrosco-
pique est donc la valeur mesur §e.

3.3 Loi de distribution d'une variable interne exten-
sive : th §orie g®n@rale

Nous revenons maintenant g la question gnirale gue nous nous sommes
posfs au d§but de ce chapitre. Dans le systgme microcanonique d'§nergie E,
volume V, nombre de particules N, quelle est la probabilit # si 'on observ e
une fraction A de ce systgme de mesurer une valeur Ya de la variable
Y ? On rappelle quela variable Y estune variable extensiv e : §nergie,nombre
de particules ou volume. Reprenart les notations du paragraphe (3.1), d'aprgs
I'nypothgsemicrocanonique, cette probabilit § est §galep :

-( E;N;Ya)

YY)

(3.20)

Lune précision de 10' ® (notation 1 p.p.m.) dans le comptage du nombre de mol§culesest
une pr@&cision d§jp tr ps notable en physico-chimie.
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3.3 Loi de distribution d'une variable interne extensive : th§orie g§nrale

soit
- A(E;N;YA) - (ESN;Y i Ya)
-(E;N)

A cestadeil estindispensablede serappelerque- estunefonction qui cradt
exponertiellement vite avec les variables thermodynamiques : Energie totale,
Volume, Nombre de particules. De cefait - o(E;N;Ya) (resp.- s (E;N; Y Ya))
croft (respectivemert dfcrd®t) exponertiellement vite avec Ya, et leur produit
pr@serte un maximum correspondant g la valeur la plus probable de Y.

Sachant que le logarithme est une fonction strictemen t croissan te
de sa variable, la valeur la plus probable de Ya est aussi celle qui
maximise l'entropie. Utilisant toujours la variable g§nrique Ya qui peut
d$crire soit le nombre de particules, I'§nergie ou le volume d'une sous-partie
A du systeme, la probabilit & considgr§e ci-dessuspeut bien §videmmert &tre
r@8crite en fonction de l'entropie du systgmetotal comme:

expf St (E;N; Ya)=ks g
expf St (E;N)=ks g

P(Ya) =

(3.21)

P(Ya) = (3.22)

La valeur la plus probable de Y5 quel'on notera YA estcelle qui annule la
d®rivBede S (E; N; Ya) par rapport g Ya :

u@tot(E;N;YA)ﬂ
@A Ya=Ya

=0 (3.23)

Au voisinage de ce maximum on peut faire un d®weloppemen limit § de
I'entropie p l'ordre deux dans| §cart au maximum "7\
3 ", M 1
1 27 @Swt(E;N;Y,
Stot (E;N; Ya) = Siot (E;N; ¥a)+ 5 Yai ¥a o > A) +n
C‘WA YAz‘?A
(3.24)
op le terme lin§aire n'a pas §t€ §crit car il estnul au point considgr§ (Eq.3.23).
On notera §galemen que

M @St (BN Ya) |
@AZ YA:\?A

<0 (3.25)

car I'extremum estun maximum. En reportant dansl|'§quation (3.22) on obtient
commeloi de probabilit  au voisinagede la valeur la plus probable :
3 .

8

2
2. vy ¥y M 1 =
1 1 Al TA @Stot (E;N; Ya)
P(Ya)= 1 normeeXp_> 2

kB @Az YA = ‘?A 1>

(3.26)

Cette loi de probabilit § est une loi Gaussienne,certr §e autour de f(A, d'@cart
guadratique moyen ¥:

ks ,
i @Stot (E;N;YA)
@'D(A2 YA:?A

2 _
32 = 3

(3.27)
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3.4 Caract@risation de I'§tat le plus proba ble

Pour bien comprendre le contenu de cesr@sultats, il nous faut réexprimer
les diversesd@rivBesde I'entropie du systametotal (A+B) en fonction de I'en-
tropie de sesparties A et B. On utilise pour celal §quation (3.21) qui implique
l'additivit § de I'entropie dessous-partieset permet de r§§crire

Stot (E;N;Ya) = SA(E;N;Ya) + Sg(E;N;Y i Ya) (3.28)
d'opn
@t (EsN;YA) _ @Ba(E;NiYA) @ (ESN;Y i Ya) (3.29)
@a @a @A '
_ @a(E;N;Ya) @s(E;N;Ys)
@ ! @’
@Stot (E;N; Ya) @SA(E;N;Ya) . @Sg(E;N;Y i Ya)
= 3.30
@2 @z a2 (3:30)
_ @SA(E;N;Ya) N @Ss(E;N;Ys)
@2 @y

Revenonsmaintenant aux di®grerts casconcrets,pour comprendrele contenu
de ces rsultats math§matiques. Regardonstout d'abord les propri §t§s de
I'@tat le plus probable qui traduisen t le fait que la d§riv §e premi gre
de I'entropie dans cet §tat est nulle.

{ siYa = Ea, daprps(2.1)

@A(E;N;YA) _ 1
—_— = 3.31
@A Ta (3:31)
les §quations (3.23) et (3.29) conduisen g :
1 1
T Ta (3.32)

Dans I'§tat le plus probable la temp@rature de la partie A est §galep la
temp@rature de la partie B. Comme A et B sort grands mais arbitraires,
ceciimpliqgue quedans un systgme thermo dynamique ['§tat le plus
probable est un §tat ou la temp ®rature est uniforme .

{ siYa = Va, daprps(2.1)

@A(E;N;Ya) _ Pa
Moo= A 3.33
@/ Ta (3:33)
et les§quations (3.23) et (3.29) conduisen g :
Pa _ Ps.
T T, (3.34)

Conjugu® avecle r@sultat prdidernt ceciimplique que dans un systgme
thermo dynamique ['§tat le plus probable est un §tat ou la pres-
sion est uniforme.
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3.5 Fluctuations autour de I'§tat le plus probable. Crit gresde stabilit § de cet

Bitat

{ Ya = Np, d'aprps(2.1)
@A(E@;\::;NA) = :__2; (3.35)
o s ls, @30

L' §tat le plus probable d'un systpme thermo dynamique est un
fitat ou le potentiel chimique est uniforme.

3.5 Fluctua tions autour de I|'@§tat le plus proba ble.
Crit gres de stabilit § de cet §tat

Utilisant lesr@sultats (3.27) et (3.30) hous sommesen mesurede réexprimer
la variance ou §cart quadratique moyen ¥ de la loi de probabilit & (3.22) en
fonction des grandeurs thermodynamiques. Nous ferons ici le calcul complet
dansle casoy la variable Yp estl'&nergiede la sous-partie A du sysgme.On a
alors d'aprps(3.30) :

@St (E;N:EA) _ @Sa(E;N;Ea) , @Ss(E;N:Eg).
@3 @3 @3 ’
utilisant (3.31) il vient :

@SA(E;N;Ea) _ @r17
@3 @A
1@
T2 @n
i1
CATA2

(3.37)

(3.38)

ou Ca estla capacit® calori que (quantit § extensive proportionnelle g Np) du
sous-sysgmeA. Par suite, utilisant le critgred'§quilibre (3.32), I'§quation (3.37)
ser@@crit en fonction de la temp@rature d'§quilibre To = Ta = Tp :

@S (E;N;EA) _ il i1 (3.39)
@2 CaTZ¢ CgT¢
_ . 1Cat Cg,
' T2 CaCs
Les °uctuations de I'§nergied'une sous-partieont donc comme §cart-type :
CaCs
Y%= KpTe——r—— 3.40
(S B OCA + CB ( )
ou encore:
0 ——— -
2 CaC CaC
¢ EE\ _ EE i EA , Ks TOZ CAA+ CBB , ke CAAJr (?B (3.41)
EA EA CaTo Ca .
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Cons®quences :
{ H'Ecart type des‘uctuations de I'§nergied'un sous-sysgmecra’t comme
NaNe nar suite la variation relative de I'@nergie d'une sous-partie

Na+Ng
varie comme 1=p N, elle est nfigligeablepour les systames"thermodyna-
miques" L' §nergie mesur §e pour le sous-syst gme A macro copique
est par suite §gale au point de vue thermo dynamique g I'&nergie
la plus probable : c'est I' §nergie d'®quilibre. Reprenan t les no-
tations des cours de thermo dynamique des ann®es ant®rieures,
I'@nergie interne Ua n'est rien d'autre que I'§nergie la plus pro-
bable FEA gue nous venons de d§terminer.

{ Un cas particulier extrémemen important est celui op une des deux
sous-partiesque nous venonsde considgrer, par exempleB, est telle que
Cg A Ca (B est un thermostat) , les °uctuations d'Energiede A, se
r§@crivent alors:

a A g

M » k—B (3.42)
EA CA
ellesne d§pendert que descaract@ristiguesde A. Dans ce cas particulier
trgsimportant le thermostat B imp ose sa temp @rature au petit
systgme : en e®etsi avant contact les temp@ratures sont di®§rentes,
aprgs contact la temp@rature nale T; est uniforme (voir ci-dessus)et la
consenation de I'@nergieimposeque la temp@®rature nale homogane du
systgmetotal vaut :

CaTa+ CgTp
f Ca+ Cs (3.43)
CeACa) T¢' Tg: (3.44)

{ Le critpre de maximum de la loi de probabilit§ (Eq. 3.25), implique que

les chaleurs spci ques des systgmesthermodynamiquessort positives.

Un calcul de m&menature, mais plus compliqu§, conduit g la conclusionque
les compressiblits adiabatiques et isothermesd'un systgmethermodynamique
p I'@quilibre sort positives?.

Nous retiendrons de cette §tude, que pour un systgme thermo dyna-
migue, R cause de la d®pendance en =N des‘uctuations desgrandeurs
extensives, les propri §t®s de |'@§tat statistiguemen t le plus probable
coinciden t avec ce que nous avons app el§ dans les ann§es ant@rieures
I'§tat d' ®quilibre thermo dynamique .

2En fait il estdizcle defaire la demonstration directement en utilisant le fait que la fonction
S(E,V,N) est une fonction concave maximimale par rapport aux °uctuations de volume d'une
souspartie. Il est plus simple de proc§der en deux §tapes: en remarquant tout d'abord que S
fonction de E est une fonction g&n®ralemert monotone et donc inversible et que par suite la
fonction inversge E(S, V, N) est minimale par rapport aux variations de volume d'une sous-
partie : ceci donne immediatement la positivit § de la compressibilit§ adiabatique, et avec un
peu plus de calculs la positivit § de la compressibilit§ isotherme.
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3.6 Evolution d'un systgmeau voisinagede I'§tat d'§quilibre : retour sur le
2nd Princip e de la thermodynamique

3.6 Evolution d'un systpme au voisinage de [ §tat
d'®quilibre : retour sur le 2nd Princip e de la ther-
mo dyna mique

Reprenonsle systgme global, dans lequel une sous-partie A a §t% pr@pare
dansun §tat (Ta; Pa; 1 a) di®Brert de la sous-partieB (Tg; Pg; 1B).

Sil'on supprime la contrainte empécant I'§nergiede circuler entre A et B,
le systame va spontan®mert §wluer vers une situation plus probable (corres-
pondant g une plus grande densit§ d'§tats, ou de manigre §quivalerte g une
plus grande entropie) situation dans laquelle, d'aprps le critgre d'@tat le plus
probable (Egs. 3.23 et 3.25), la temp@rature est uniforme et I'entropie globale
maximale par rapport p Ea. Ces §wlutions correspondert g une probabilit §
croissarte, c'est g dire p une entropie croissarte, ce qui impliqgue que:

Y2 1 1%
e H@A ) H (@ 0
tEA — —_— s (3.45)
(@ " (@3} ¥,
a2 0 (3.46)
S LI .

SiTa > Tg ) #Ea - 0, la chaleur s'§couledu corps chaud vers le corps froid.
C'est la formulation de Lord Kelvin du second principe : "Spontan§mert la
chaleur ne peut s'§coulerdescorps froids vers les corps chauds".

De la méme faeon si I'on permet aux particules de passerde A p B (la
temp@rature §tant §galigep To),

Vel T wu %

+N % i % ) (3.47)
Al/21 15%
Ny —j -2 . 0: (3.48)
To  To

les particules se d§placen des rgionsde potentiel chimique §lev@ pour aller
vers les r§gionsde potentiel chimique le plus bas.

En n sil'on permet I'ajustemert du volume celui-ci sefait dansle sensqui
$igalisela pression.

3.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons §tudi§ les critgres d'§quilibre d'un systgme
macroscopiqueisol§. L'hypothpse microcanonique d'§quiprobabilit® des §tats
microscopiquesaccessiblesnous a permis de justi er I'8nond§ formel du 2nd
princip e de la thermodynamique qui s'exprime de la fagon suivante :

{ "L'@tat d'€quilibre d'un systgme ferm® isol§ correspond au maximum de

son erntropie compte tenu des cortraintes externes'.
Avec sesdeux corollaires :

{ "Un systame isol§ ne peut $wluer spontan§mert que dans le sensqui

maximise I'entropie compte tenu descortraintes externes'
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{ "Sion relache une cortrainte le systame®wluera vers|' §tat qui maximise
I'entropie compte tenu desnouvellescortraintes".

Nous avons montr § que cespropri®tssort descondiquencedu fait que I'§tat
le plus probable est dans un systeme macroscopiquein niment plus probable
guetous lesautres (les °uctuations autour de la valeur la plus probable sort n§-
gligeablesen valeur relative) et que de cefait les mesuresthermodynamiquesg
I'8quilibre mesuren lespropri§t®sdel' §tat le plus probable. Nousavonsdonn§la
formule donnart la probabilit & d'un §tat enfonction de sonentropie. Nousavons
d®duit du critpre d'extremum de I'entropie, les propri§t§sde I'§quilibre thermo-
dynamique (T; P;* homoggnes)et despropri§tsde maximum de l'entropie, la
positivit § de grandeursthermodynamiquestelles que les chaleurs spici ques et
les compressibilit§s.
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Chapitre 4

Ensemble canoni que

4.1 Loi de proba bilit § dans I'ensem ble canonique

La situation que nous avons §voque dansla n du chapitre pr@déden ou
un petit systameest coupl g un trgsgrand systgme avec lequel il n'§change
que de I'@nergie est une situation extrémemen frquene. Nous avons vu
que dans la mesure op le grand systgme est in nimen t grand devant
le petit systpme, il se comp orte comme un thermostat et imp ose sa
temp ®rature T au petit systgme. Par ailleurs nousavonsvu que danscette
meéme limite les °uctuations de I'§nergiedu petit systame ne dgpendaiert que
de sescaract@ristiques propres.

Nous allons maintenant reprendre systgmatiquemert |'§tude du petit sys-
tgme que nous appelerons S (p la place de la notation A du paragraphe pré§-
cfden), nous noterons R (comme r§serwir) le grand systgme. Nous rappelons
gue nous sommesdans une situation o S et R n'§cangert que de I'§nergie(on
parle de cortact thermique), et od le thermostat (ou rserwir d'§nergie) peut
donner ou recewir desquantit §sd'&nergienotables pour le petit systgme sans
gue celaaltpre satemp@rature Tp.

Le syspme(R + S) estun systgameferm® d'§nergietotale E. Supposonsque
le petit systame ait une §nergieEs. L'application de la dgmarce d§veloppie
dansle chapitre pr§didert (Eg. 3.3) conduit g §crire le nb d'§tats ou le systgme
S aune §nergieEs :

-( E;N;Es) = - s(Es;Ns) - r(E i Es;Ngr); (4.1)
et le nb total des®tats accessiblesq lI'ensenble (R + S) :

X
-(E;N) = - s(Es;Ns) - r(E i Es;NR): 4.2)
Es

D'aprpsla d& nition de I'entropie du r@senwir, le nombre d'§tats du r@senoir
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d'®§nergie(E | Es) vaut :
Y 4
SrR(E i Es;NR)

-r(Ei Es;NR) = exp " (4.3)
%5 E-NB Es @ &
= exp r(E; R)i =S=R 4 O(ER) (4.4)
y, KB ks @R 5.
= exp SR(i;NR)i kE_SI_O+O(E§) (4.5)

Pour passerde (4.3) p (4.4), nous avons utilis § le fait que la capacit$ calori que
du thermostat est trps grande devant celle du systame S et fait un d§veloppe-
ment limit § en puissancede I'§nergiedu systgmeS (car Es ¢ E). Le passage
de (4.4) p (4.5) fait intervenir la temp®rature du thermostat. Introduisart le
paramgtre ¢ = ﬁ il vient g la limite thermodynamique :

Ya

Sr(E:N )%
-r(E | Es;NR) = exp = "RJ o oF

ks s (4.6)

La probabilit § d'avoir pour le systgmeS une §nergieEs peut donc ser@crire :

- s(Es;Ns) e 0Fs

P(Es)= R o 4.7
(Es) s - Es(Es;Nsg) e 0oFs *-7)
le terme expf Sgr(E; Nr)=kg g disparaissan dans la normalisation.
Dans ce qui suit cette expressionseranoteen raccourci :
- el “oEs
P(Es)= P—E= (4.8)

Eq - Es © “oEs

La form ule (4.7) est la form ule fondamen tale de la m@§canique sta-
tistique d'un systpme ferm § (i.e. de nombre de particules constan t)
en contact avec un thermostat.

Il y alieu de remarquer que cette expressionne d&§pend que des propri§tés
du systemeS, le thermostat n'intervenart que pour Xxer la temp@rature Tg. On
peut §galemem remarquer que de manigre ultime le systgme S peut se r@duire
g une seuleentit § microscopique,c'est p dire un §tat quartique d'&§nergieEg et
de nombre de particules Ng

Danslesparagraphessuivants nousallonstout d'abord dgmortrer un certain
nombre de formules, permettant de calculer de manigre compacteles propri§t§s
thermodynamiques du systgme S g partir de la connaissancede la norme de
la loi de probabilit § ci-dessus,que I'on note traditionnellement Z et que l'on
appelle fonction de partition. Puis nous expliqueronscommert calculer Z pour
les di®8rerts typesde systamesmacroscopiquedes plus fr§querts.

4.2 Formulaire des propri $t#sthermo dyna miques dans
I'ensem ble canonique

Commeindiqu® ci-dessugoutes lesgrandeursthermodynamiquess'expriment
aisgmert enfonction dela fonction de partition Z. Danscequi suit dansun souci
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4.2 Formulaire des propri§t®sthermodynamiquesdans I'ensenble canonique

de simpli cation desnotations, nousnotons T la temp®rature du thermostat et

= (kg T)i 1. La fonction de partition est d§ nie comme:
X _
Z=  -g € Fs (4.9)
Es

et la loi de probabilit § canoniques'§crit donc:
- Eg ei B .
—

Nous rappelons que - g, est la notation raccourcie de - s(Es;Ns), nombre
d'@tats du systame S de Ns particules d'§nergieEs.
{ L'®nergieinterne vaut simplemert

P(Eg) = (4.10)

X
U = Es P(Es) (4.11)

Es
X B i Es

= Eg _Es® (4.12)

Z
Es
@nz

= : 4.13

I G (4.13)

Il n'est pasinutile derevenir sur la d& nition (4.11) de I'&§nergieinterne et

deregardercommert cette quartit § §wlue avecsesfacteurskEs et P (Es).
X
du = dEs P(Es) + Es dP(Es) (4.14)

Es

Reprenonsl'exemple desparticules dansune botte. Le premier terme cor-
respond g une §wlution de I'§nergie interne pendart laquelle les §tats
microscopiguesdu hamiltonien §wluent et pas leur population : dans
I'exemple des particules dans la bc?te on a une telle possibilit® si on fait
varier doucemen le volume de la bote. Ce terme correspond g un travalil
réversible. Le deuxipme terme au cortraire correspond g une transfor-
mation durant lagquelle les conditions m§caniquesdu problgmen‘ont pas
chang®, donc les Eg non plus, mais les atomes ou mol§culesont transit§
entre divers niveaux d'§nergie: c'est ce qui sepasselorsqu'on apporte de
la chaleur pun systame! Le d§coupageen deux termesde |'§nergieinterne
qui apparatt ici danscet exemplecanoniquea donc une traduction simple
en termes de travail et de chaleur!

{ L'@nergielibre a dans I'ensenble canonique une expressiontrgs simple.

Sadant que

u = F+T%@‘" (4.15)
= Fi T — (4.16)

@ V;N

H @ 1

= F+ — (4.17)

w g @ v

@F

= = 4.18
@ o (4.18)
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De I'§quation (4.13) on d&duit que I'&nergielibre est §galep® :

F=j kgT InZ: (4.19)
{ On obtient ensuite I'expressionde l'entropie dans I'ensenmble canonique:
H @ 1
S(T;V;N) = | — (4.20)
@ V;N
_ 1@ @
_ 1 X - Esel 7ES
- kB In Z + ? EST (422)
Es
X _ i Es i Es
— . Es€ €
= jkg 7 In( 7 ) (4.23)
)%S
= iks  ps In(ps) (4.24)

S

ou ps estla probabilit  d'un micro-§tat d'§nergieE s, et la dernigresomme
est sur les micro-§tats.
Cette expressionde l'entropie canoniqueest §galemen valable dansl'ensenble
microcanonique,pour lequel avecles notations pr§senes ps = - g L avec- Es
le nombre d'§tats accessiblesau systgmeisol§. L'§quation (4.24), redonnealors
en e®etla formulation microcanoniquede I'entropie de Boltzmann (2.3).

4.3 Factorisa tion de la fonction de partition Z

Des §quations pr§didertes on conclut que I'on saura calculer toute la ther-
modynamique d'un systame g condition de savoir calculer Z, ce qui implique
de savoir calculer le nombre d'§tats d'§nergieEs, et de faire la sommesur tous
les Es. Enoncg ainsi le problgme paraft tout aussidixcile que les calculs dans
I'ensemble microcanonique.

Une simpli cation essertielle appara®t ici lorsque les entit §s micro-
scopiques sont identiques et sans interactions :la fonction de partition
g N corps se factorise en un pro duit de N fonctions de partition g un
corps.

L'absenced'interaction, conduit directemert g une §nergie Es ®galep la
sommedes®nergiesindividuelles :

X
Es= 2 (4.25)
i=1
et
X W
Z = - Eg e (4.26)
Es i=1

L' @quation (4.18) conduit p (4.19) g un fonction inconnue de V et N prps. Le calcul de U
et F pT=0, quantit §squi ser@duisert g I'§nergiede I'§tat fondamental du systgme permet de
prouver que cette fonction inconnue est strictement nulle.
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4.3 Factorisation de la fonction de partition Z

L'®nergie?; de la particule i (comme celle de toutes les autres particules micro-
scopiques)peut prendre di®rertes valeurs 2 d'un ensenble d§terming par le
hamiltonien qui d§crit la dynamique de la particule et |'§tat du systamede N
particules estd® ni par la donn§edes$tats microscopiquesde chaque particule
(,1;,2;.355, N), '8nergietotale prend la valeur :

Es= 2, (4.27)

Le nombre - g, d'§tats p N particules d'§nergietotale Es peut si les par-
ticules sont discernables (exemples: spins sur un r§seau,atomes dans un
solide) etre exprim§ comme le produit du nombre d'§tats g une particule $ |
d'@nergie2 ., le choix des, ; §tant cortraint par (4.27). De ce fait

A !
X W . X
Z= $ e i HEsi 2)) (4.28)

ES i=1 i

A ce stade il y a lieu de remarquer qu'un terme de la somme ci-dessusest
caracterisg de manigre univoque par la connaissancede I'ensenble des§tats g
une particule (, 1; , 2; , 3::::, n) et de leurs d§dinfirescenceb ,, et quetous les
ensenbles (, 1; , 2; , 3.3, N) apparafssen dans la sommesur Es. De ce fait la
contrainte sur I'@§nergietotale (la fonction £) qui porte sur un terme particulier
de la sommepeut etre relax§equand on considare la sommedans sonensenble,
d'opu

0 1
¥ X _
z = @ g @A (4.29)
i=1 i
W
= Z: (4.30)

Les fonctions de partition g une particule peuvent ser§crire

zi = $ & (4.31)
X
= $ & - (4.32)

car les propri§tsde toutes les particules §tant identiques, z; ne d§pend pas en
fait dei. Cette fonction de partition g une particule seranot$§ez dansle futur.
On en d&duit que

z=2zN (4.33)

L'®quation (4.33) est valable si les particules microscopiquessort :

{ identiqgues mais discernables

{ sansinteraction

Silesparticules sort indiscernables(exemple: mol§culesdansun gaz), nous
admettrons pour l'instant sansdgmonstration que :

N

Z= 3 (4.34)

N
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Une id§e approximativ e pour expliquer le facteur 1=N! est la suivante : suppo-
sonsque nous puissionsmettre une §tiquette g chaque mol§cule du gaz. Alors
les mol§culesdeviendraiert discernableset la formulation (4.33) serait correcte.
Prenons maintenant en compte le fait que les mol§culessort indiscernables,le
comptage (4.33) fait ci-dessuscompte alors N ! fois le méme §tat, et la formu-
lation (4.34) permet de corriger ce "sur-comptage’ 2

Des factorisations obtenues pour des particules identiques sansinteraction
(4.33) et (4.34), on d€duit les expressionssuivantes desfonctions thermodyna-
miques:

particules discernables particules indiscernables
s -
F=iNkgT Inz (435) F=iNkgT In Zﬁe (439)
@n z
U=iN 4.36
| @ (4.36) U=iN @@gz
Nkse T @ 3 -
S=Nkg Inz+ — 4.37
° z @ @370 5 Nks In 2 +NkBT%
1= kgT Inz (4.38) ‘
1=ikgT In N (4.42)

(ces formules sort pr§senfescomme un exemple et ne doivert pas €tre
memorisges)

4.4 Calcul de la fonction de partition gun corps dans
les systgmes quantiques discrets

En g®nBral dans les systamesquartiques discrets de particules sansinter-
action, il est trgs simple de calculer la fonction de partition g une particule :
exemplesdesspins dansun solide, degsde lib ert§ de rotation ou de vibration
dans un gaz de mol§culespolyatomiques. Pour I'exemple des spins dans un so-
lide, l'application de la formule de la fonction de partition g un corps conduit

g:

z=e® +¢ B (4.43)
d'op la probabilit § pour un spin d'etre parallgle au champ :
e B
Py= ———— (4.44)

eB +e B
et la polarisation du milieu
e® e B

M= s s

(4.45)

2En r@alit®, nous verrons plus tard qu'a bassetemp@$rature (p d€ nir), le problpme du
comptage des §tats des particules identiques est un peu plus complexe que ce que je prserie
ici et que la formule (4.34) devient alors elle m&me incorrecte, car la description des §tats
quantiqgues comme des $tats factoris§s n'est plus valable. Il faut alors faire appel aux "stati-
tistiques quantiques” : Bose-Einstein et Fermi-Dirac pour avoir le d§nombrement correct des
fitats quantiques. Il n'en reste pas moins que pour la plupart des gaz atomiques ou mol§cu-
laires jusqu'a destemp®ratures de l'ordre de 10K la formulation (4.34) donne une trgsbonne
approximation de toutes les propri §t§s thermodynamiques.
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4.5 Calcul de la fonction de partition p un corps dans les systgmesque l'on
peut considgrer comme cortin us

(voir T.D)

4.5 Calcul de la fonction de partition gun corps dans
les systgmes que I'on peut consid §rer comme conti-
nus

Le titre de ce paragraphe peut apparattre sibyllin, nous allons en fait exa-
miner dans ce paragraphe les systgmesdans lesquelsle spectre des §nergies
accessiblesest tellement denseque I'on peut n@gliger la discrtisation quan-
tigue microscopiquesous-jacete et remplacer dans le calcul de la fonction de
partition z, la sommesur les §tats par une int§grale. C'est une choseque I'on
peut typiquemert faire quand la discritisation quantique est trgspetite devant
kgT.

45.1 Un exemple de systgme g spectre quasi-contin u : les §tats
de translation des gaz

Examinons un premier exemple,le spectre d'§nergiede translation desmo-
I§culesdansun gaz. Pour desmol§culesde massem d'un gazcontenu dansune
bctte de dimensionscaract@ristiquesL, le quantum d'§nergiede translation est:

._ h?
= o2 (4.46)
~' 10 3M:K:S, m"' 10 26kg, dansune bctte decot® L = 1cm, "' 10 38J
soit "=kg ' 10 K.

La quanti cation des niveaux d'§nergie de translation des mol§culesd'un
gaz est toujours n@gligeabledevant les valeurs exp@rimentalement atteignables
de kg T (que j'appellerai parfois le quantum thermique), et par suite quand
nous calculeronsles propri§tés thermodynamiquesy a®rertes nous pourrons
toujours passerde la sommediscrgte donnant Z g une int§grale.

45.2 Rapp el de math : Le passage d'une somme discrgte g une
int@grale

L'int®gralede a p b d'une fonction f est dans le point de vue de Riemann,
la limite de la sommedesvaleursde la fonction sur une grille de points dont on
fait tendre le pasversO.

ya ( " #)
b . bj a X _bj a
f (x)dx = limpnp I f(a+i ) (4.47)
a i=1

45.3 Le passage d'une somme discrpte p une int®grale, pour le
calcul de Z : intro duction de la densit § d' §tats

Il nousreste p appliquer cette d§ nition pour transformer la sommesur les
Btats quantiques g une particule (Eg. 4.32) en une int§grale. L' §nergied'une
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particule vaut :

p2
2 = o (4.48)
— h2 2 2 2
= —2mL2(nX + Ny +ny) (4.49)

OU Ny; Ny; N d&crivert I'ensenble desentiers n§gatifs ou positifs. Nous avons
d8ja implicitement donn§ la r§ponsep cette question lorsquenousavons compt®
le nombre d'§tats du gaz parfait en microcanonique.Reprenart le mémeraison-
nemen, noustrouvonsquela sommequi intervient dansla fonction de partition
g une particule peut &tre calcule gra%e%l‘izntegrale:

X

Vv
) p3dp (4.50)

Nx;Ny;Nz

Le facteur %/3‘ gque nous introduisons ici pour passerde la somme discrgte p

l'int®grale,mesurela densit § d' §tats dans l'espace des impulsions . Dans

le cadrede cecours, celgserale seulexemplesimple de densit§ d'§tats que nous

utiliserons : les$tats propresdesparticules que nousconsidarerons(atomesdans

un gaz, photons, phonons) §tant toujours desondesplanesquanti $esdansune

bctte.

Remarque : dansle casou I'§nergie d&pend §galemen de I'espace,nous
admettrons sansdgmonstration que dans la limite de la statistique classique:
X 22222727 P o

p

) ha

(4.51)

Nx;Ny;Nz

4.5.4 Les fonctions thermo dynamiques du gaz parfait monoato-
mique. Equipartition de I'@nergie

L'int&graleztri IeZ3 de la fonction de partition g une particule (4.32) s'§crit :

z = mde’p e (4.52)
Vuzl . —p% Thz, Py Thz, . —p2 1
= i3 . e zmdpy . e amdpy . e amdp, (4.53)
Vv UZ]_ 2 ﬂ3
= 3 . e zmdp (4.54)
M ﬂi 1

R, . —p2 . .
la quartit§ : h ii e fﬁdp a les dimensions d'une longueur. Elle

nous permet d'in tro duire une longueur microscopique caract §ristique,
la longueur d'onde thermique

LIZ 1 —p2 1-[i 1
= h e zmdp (4.55)
il
= pn (4.56)
’ 2Ymkg T '

3les atomes d'un gaz vivent dans un espacep 3 dimensions, pour un gaz absorb® sur un
solide, il s'agirait d'une int§&grale double
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peut considgrer comme cortin us

grandeur qu'il est I8gitime de consid §rer comme la "taille" d'un @tat
de translation quantique d'une particule .*

Remarquonsque cette taille thermodynamique d'un §tat de translation d§-
crott avec la temp@rature et la massedes particules. Plus I'atome est Iger et
froid, moinsil estI®gitime de le considirer comme ponctuel.

La longeur d'onde de translation d'un atome d'h§lium 3p 1K est, = 10A :
elle est plus grande que la taille du nuage §lectronique de lI'atome qui est de
l'ordre de 3 A (“taille physico-cimique de 'atome"). Pour une mol§culed'azote
B 300K, ., = 0:26 A\,

Dela d§ nition delalongueurd'onde thermique (4.56), on dgduit la fonction
de partition d'une particule :

Y,
z= —; (4.57)
souscette forme il est §vident que z est un nombre sansdimension.
On obtient ensuite I'§nergielibre de N particules :
Y )l
F = ikgT In NI (4.58)
= NKkgT In(N=e 4.59
B &1 23)1T (4.59)
= NkgT In - 4.60
: v (4.60)

cequenousr@@crirons§ventuellemen g l'aide dela densit§ num@rique,n = N=V
(e est la basedeslogarithmes n§p@riens)

Ko 3T
F=NksTIn —=- ; (4.61)

le potentiel chimique s'§crivant :
i 4t
L=kgT In ' n, °: (4.62)

Cesr@sultats appellent desremarquesde natures di€§rertes mais toutes trgs

importantes :

{ L'®nergielibre d'un gaz parfait de m&meque son potentiel chimique sort
dans les conditions standards des quartit §sn§gatives( n, 3 ¢ 1 dansles
gazdanslesconditions standards, 5 10 7 dansl'atmosphgreen conditions
S.T.P.). Du point de vue thermodynamique cela traduit le fait que la
contribution entropique g cesgrandeursl'emporte sur la cortribtion li§e
g I'&nergieinterne (on rappellequeF = Ui TS).

{ Le potentiel chimique, qui mesurel'augmentation d'&nergielibre d'un sys-
temelorsqueon lui apporte une particule supplemernaire, p T etV x @§s,
est n§gatif ! Cecipeut paraitre paradoxal, apporter une particule mono-
atomique thermalis®§e p la temp®rature T, apporte en moyenne 3=2kg T

“Pour passer de |'§quation (4.55) g I'§quation (4.56), on utilise le calcul de I'int§grale
gaussienne,que nous avons d§jp donn® dans le cadre de la description de la loi gaussienne.Si
vous n'etes capablesde m&moriser qu'un de cesdeux r§sultats je pr&fare que ce soit ce dernier
(4.56) qui permet de mieux comprendre la physique sousjacente.
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d'®nergieinterne, mais la croissanceassaiffe de I'entropie fait plus que
contrebalancer cet e®etpuremert §nerditique! Toutefois cet e®etentro-
pique d§crctt et le potentiel chimique du gaz parfait (Eq. 4.62) cro®t avec
la densit§ num@&rique du systemen.

{ .3 reprBsene le volume moyen d'un ®tat quantique microscopique,n, 3
repr §sente I'o ccupation moyenne des §tats quantiques de trans-
lation . Cette quartit § cro?t continuemert quand la temp$rature d§croit.
Lorsquen, 3 » 1,il y a en moyenneun atome par §tat quartique : il faut
alors tenir compte du princip e de Pauli (qui dit que deux fermions iden-
tiques ne peuvert setrouver dansle méme®tat quantique) et prendre en
compte de manigre plus pr@ciseque nousl'avonsfait jusqu'ici le caractare
d'indiscernabilit § des particules. Ceci nous conduira p deslois moyennes
d'occupation des §tats quartiques p bassetemp@rature di®§rertes de la
premigre approximation que nous traitons ici et di®§rertes pour bosons
et fermions. C'est ce que nous ferons dans les chapitres suivants traitan t
desstatistiques de Bose-Einsteinet de Fermi-Dirac.

"Th@orgme d'Equipartition  de I|'&nergie"

Utilisant la loi de probabilit § fondamertale de I'ensenble canonique(4.7) et
la propri§t® de factorisation, il estfacile de calculerla valeur moyennede chaque
composarte de I'8§nergiecin§tique de translation desatomesdu gaz parfait. La
premigre §tape consistep §crire la loi de probabilit  de mesurerla valeur de la
guartit § de mouvemen ‘p = (px; Py; Pz) A dpy; dpy; dp, pras:

2
dP = % %ei "z”pox dpy dp; (4.63)
i _%dpx dpy dp;
= 3“1 Hle R PP ,
1 01 g1 € 2m dpy dpy dp,

(4.64)

Cette loi dedistribution dela probabilit § est connue sousle nom de distribution
de Maxwell-Boltzmann. Utilisant cette loi il est trgs simple de calculer par
exemplela composartie selonx de I'&nergiecingtique :

—5 LlZ 1 2 2 ﬂ LlZ 1 2 ﬂ LlZ 1 2 ﬂ
p)z( 1V px P TP =Py . — Pz
> = = —2 e 2m dpx e zmd e 2m dmﬂ-65)
2m ﬁ h3 ., 2m q 1 By 1
Rl 2 Px
il g_r?el " dpx
= hg q (4.66)
1 | Dk
g € am dpx
1
= TkeT (4.67)
2

On passetrpsaisimert de I'§quation (4.66) g I'§quation (4.67) en utilisant
les propri§t®s desmomerts de la loi gaussienng(Eqgs : 3.15, 3.16).

On peut remarquer par suite de manigre génirale que tout degi§ de libert§
qui intervient quadratiquemert dans |'§nergiea pour valeur moyenne% keT.
(C'est le cortenu du th§ommed'Equipartition de I'§nergieque vous avez §tudi§
les anng§espas$es).
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4.6 Thermodynamique desgaz parfaits polyatomiques

Ce th§omme n'est vrai que dans la mesureop la quanti cation microsco-
pigue de I'&nergiede translation est trpspetite devant kg T (ce qui permet du
point de vue math§matique de passerde la sommeag l'int§grale). Du point de
vue physique ceci implique que le degr§ de libert§ correspondant est "totale-
ment excit§" (on dit encore "activg"”). Nous allons ernvisager dans ce qui suit
des situations, o les degis de lib ert§s ne sort pas "totalement activgs" voire
carr§mert "gels"

A titre d'exercicevri er lesr@sultats ci-dessous

S = @ (4.68)
= iNkg In n, 3 + 5=2Nkg (4.69)
nz
U = @@ (4.70)
U = gNkBT (4.71)
i ¢
t = kgTIn'n,? (4.72)

Etudier la d§pendanceen temp®rature et en densit§ du potentiel chimique. Le
potentiel chimique desgaz est n§gatif dansles conditions standard de temp@ra-
ture et de pressionet cra®t quand la temp@rature dfcré®t. Le potentiel chimique
augmerte quand la densit§ augmene.

Remarque : toutes les fonctions thermo dynamiques du gaz parfait
s'exprimen t en fait en fonction de deux quantit §s, I'@&nergie interne
par particule %kBT et le coexcien t n, 3, rapp ort du "volume N, 2 oc-
cup® par les N particules " au volume total disp onible V, cette quan-
tit § est la quantit § centrale du comptage des ftats et par suite de
I'en tropie.

4.6 Thermo dyna mique des gaz parfaits poly atomiques

L'§nergiedesmol§culespolyatomiquesne ser§duit pasp I'§nergiede transla-
tion, elle comporte en plus de cette premigre cortribution destermes d§crivant
le mouvemert des noyaux dans le r§ffrertiel barycertrique, mouvemens qui
peuvert etre analyshs en termes de vibrations des distancesinternucl§aireset
de rotations des §di ces mol§culaires. Si on analyse par ailleurs cette §nergie
desmol§culesen remontant au niveaudesnoyaux et des§lectrons,on doit aussi
penserau terme d'§nergie§lectronique.

Une des id§es essetielles de la m$§canique statistique, est que dans une
gamme de temp®rature donn§e les degrs de lib ert§ interne peuvent etre soit
gels,soit partiellement ou totalement excit®s(on dit §galemen thermiquemernt
activgs).

Les §dellesd'§nergiedesmol§cules,pertinentes pour la thermodynamique,
sort r@sunfesdans la Table ci-dessus4.1 (ou elles sort §valu§esen Kelvin).
Nous aurions pu pousserencore plus loin I'analyse et introduire le quantum
d'@nergie relatif p I'excitation d'§lectrons des coudes internes, voire des nu-
clfons.A causedu facteur de Boltzmann el =(ke T) J'excitation thermique des
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Translation | Rotation Vibration Electronique
10 K 0,5p 85K | 500K p 6000K | » 15000K

Tab. 4.1{ Ordre de grandeursdes@dellesmicroscopiquescaract@ristiques"=kg
de l'excitation des divers degts de libert§ internes des atomes et mol§cules
polyatomiques

niveaux §lectroniqueset a fortiori nucl§aire des mol§culesest tout g fait n§-
gligeable : on dit dans ce corntexte que ces degi§s de libert§ sort gel®s®. A
l'autre bout de I'&celle des §nergiescaractristiques, comme nous l'avons vu
dansle paragraphepr@diden, lesdegsde lib ert® de translation sort toujours
totalement excit§s.

Lescontributions pI'@§nergied'une mol§culepolyatomique, pertinentes pour
la thermodynamique, ser§duisent donc en ginral g :

Emol = Er + Erot + Evib: (4.73)

On peut en e®eten gBniral dBcouplerlesdiverstermesde I'&nergieet factoriser
dans la fonction d'onde les contributions d§crivant les divers types de mouve-
ment ci dessusDe cefait la fonction de partition d'une mol§cules'§crit comme
le produit desfonctions de partition relativesp chacundestypesde mouvemen :

Z= Zir Zrot - Zvib (4.74)

et lesfonctions thermodynamiquescommela sommedescontributions relatives
p chaque deg® de libert§. La fonction de partition de translation z;, a §t§
Btudi®e dans le paragraphe pr§didert (Eq. 4.57). Nous allons §tudier les deux
autres cortributions dans les paragraphesqui suivert.

4.6.1 Contribution desrotations pla thermo dynamique des mo-
I®cules poly atomiques

Les propri$§t@s de rotation des mol§cules polyatomiques d&pendert de la
constitution de leur §di ce : h&t®ropolaires ou homopolaires lin§airesou mol-
cules tridimensionnelles. Dans les deux premiers cas, il n'y a que deux degrs
de libert$ interne de rotation : les rotations autour de deux axes perpendicu-
laires g I'axe internucl§aire. Dans le troisipmecas, il y a trois degisde lib ert®
de rotation. Nous allons $tudier en d§tail le casle plus simple de la mol §cule
diatomique h®t®ronucl §aire et nousdonneronssimplemen le r§sultat pour
les deux autres casqui sort un peu plus complexes.

Les mol%culesdiatomiques h§t§ronucl®aires,ont deux degrsde lib ert§scor-
respondarnt p la possibilit§ de mouvemert autour de deux axesind®&pendarts
perpendiculaires g I'axe internuclaire de la mol§cule. L'hamiltonien d§crivant
ce mouvemert s'§crit : L2
21

®Dans un mtal, l'ordre de grandeur du travail d'extraction d'un §lectron pouvant etre
beaucoup plus faible, on observe des excitations thermo-&lectroniques.

Hrot = (4.75)
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ou L estle momert cinfitigue orbital et le momert d'inertie dela mol§cule.Les
$itats propres du momert cin§tique, d§pendert de deux nombres quantiques : |
et m. lls sort tels que:

LZj:mi = 11+ 1)~?jl; mi (4.76)
Lojlmi = m~jl;mi 4.77)

ou | peut prendre toutes lesvaleurs erti grespositivesou nulle et m estun ertier
tel que:

il m- I (4.78)
Les §nergiespropres sort de la forme
(1 + 1)~2

Compte tenu de (4.78), il y a (21 + 1) Gtats d'8nergieE(l). On dit encoreque
I'Gtat d'@nergieE(I) est (2| + 1) fois d8dBrBr§. La quarntit® ", = % est le
quantum d'§nergiede rotation donn§ dans la table 4.1.

Par suite la fonction de partition de rotation s'§crit :

Xox!
Zrot = e EO (4.80)
=0 m=j |
I+ ~2
= @+1e I (4.81)

=0

Aux temp@ratures usuellesl' §nergiecaract§ristique de rotation est petite ou
tr gs petite devant la temp@rature "ot < kg T (voir Table 4.1) et par suite on
peut passerde la sommeci-dessusp I'expressionint§grale:

z 1 L —1(l+1) =2
Ziot = di 2+ e = (4.82)

= I,‘,BT (4.83)

rot

D'ou la cortribution dela rotation pI'@nergieinterne (idem pour I'&nergielibre)

_ @z

Urot = i @

Dans ce probl pme op il y a deux degr §s de lib ert  quadratiques (rota-
tions autour de 2 axes perp endiculaires), qui ont un spectre d'®nergie
variant de z®ro g linni, on constate, comme c'§tait le cas pour la
translation, que chaque degr & de lib ert § contribue g I'§nergie interne
pour 3kgT.

Ce r§sultat reste valable p temp$rature kg T > "ot pour les mol§culesdi-
atomiques homopolaires et pour les mol&culespolyatomiques lin§airesqui ont
toutes deux degsde libert§ (il y a quelquessubtilit §sdans la dgmonstration
de cer§sultat que nous n'§voqueronspasici).

=ksgT (4.84)
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Pour lesmol§culestri-dimensionnelles, qui ont trois degsde lib ert§ interne
la cortribution de la rotation g I'&nergieinterne estde 3=2kg T.

Nousretiendrons qu'aux temp@raturesusuellesla contribution dela rotation
p la chaleur speci que des mol§culesest de kg pour les mol§culeslin§aireset
3=2kg pour les mol§culespolyatomiquestridimensionnelles.

4.6.2 Contribution des vibrations g la thermo dynamique des
mol §cules poly atomiques

L'®nergie caract§ristique des vibrations est beaucoup plus grande que les
®nergiesde rotations et dans de nombreusessituations les degrisde lib ert® de
vibration nesort quepartiellement activés,commenousallonsle voir ci-dessous.
La vibration internucl§aire d'une mol§cule diatomique se d§crit comme un os-
cillateur harmonique de pulsation ! = ",j,=~. Les niveaux d'@nergied'un tel
oscillateur sort non dgdginireset varient avecleur nombre quantique n comme:

Evin(n) = (n + 1=2)~! (4.85)

oy n peut prendre toutes les valeurs erntigres positives ou nulle. De ce fait la
fonction de partition de la vibration s'@crit® :

Zyip = g (1= (4.87)
n=0
L=y = 1
= g —Zli o (4.88)
1
- m. (4-89)

On en d€duit la contribution de la vibration g I'§nergieinterne de la mol€cule:

Ub = i @gwb (4.90)
o T
(4.92)

Cette ®nergieinterne vaut 1=2~! g T = 0 (c'est I'§nergie de point z§ro de
l'oscillateur quantique), et elle tend vers kg T quand I'&nergie thermique est
trpsgrande devant I'§nergiecaract§ristique de la vibration. Ce qui estrare pour
ce problgme.’

®0On utilise dans ce calcul, la somme de la sfrie g§om@itrique :

X 1

n=0q _1i q

sig< 1 (4.86)

"A nouveau cette limite haute temp®rature peut &tre comprise dans le cadre classique de
I'@quipartition de I'§nergie. L' §nergie classique d'un oscillateur harmonique p une dimension
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4.7 Conclusiondu chapitre

La cortribution g la chaleur spici que :

Ciib = % 2 (4.94)
(~1=2)
km- (4-95)

Etudier les Iirﬁitesi basseet haute temp$rature de cette cortribution. Noter
2

qgue cyip » kg k;—'T el est pratiquement nulle tant que la temp@§rature est

inf@rieurep "i,=(5kg ), c'est g dire dansla plupart dessituations thermodyna-
miguesusuelles.Noter §galemem que dansce domaine de temp$rature ¢, varie
expone_rtiellement avec la temp@rature, selonla formule g§nrale d'Arrh §nius

i vib
/[ e %7,

~1

4.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons donn§ I'expressionde la loi de probabilit § d'un
macro-§tat d'un systameS (Eq. 4.7) enfonction de sescaractristiques propres
et de la temp@rature du thermostat avec lequel il est en contact. Nous avons
montr § que toutes les grandeurs thermodynamiques pouvaient s'exprimer de
manigre compacte g l'aide de la fonction de partition Z (Eq. 4.9). Nous avons
ensuite montr § que pour dessystgmesde particules identiques sansinteraction
la fonction Z pouvait sefactoriser en produits de fonctions de partition g une
particule (Egs. 4.33, et 4.34). En n nous avons montr § commert calculer cette
fonction de partition g 1 corps dans le cas d'un spectre d'§nergie discret et
dans celui d'un spectre quasi contin u. Nous avons ensuite §tudi® la fonction de
partition de I'§nergiede translation desatomesou mol§culesd'un gaz parfait,
puis la description des propri§t§s statistiques des gaz polyatomiques assaies
p leurs degfisde lib ert® internes.

de pulsation ! estla sommede deux termes quadratiques respectivemert en px et x :

2 2
kx
E® = 2o+ - (4.93)

avec! 2 = % En valeur moyennesur la distribution canonique chacun destermes quadratiques
de I'§nergie contribue kg T=2.
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Chapitre 5

Thermo dynamique des
vibrations du r$seau cristallin
des solides (phonons ).

5.1 Position du probl gme

La chaleur spci que desisolants a §t® §tudife dpsle 19 ipme sigcle. Du-
long et Petit sort arriv@sdgs 1819 p la conclusion qu'p haute temp@rature la
capacit® calori que d'un solide isolant est une constarte. Lorsque lI'on refroi-
dit le mat®riau la chaleur spici que d€croit. A bassetemp@rature cette chaleur
splici que varie commeT3. L'objet de ce chapitre est d'essaer de trouver une
mod§lisation des degsde lib ert§ interne de cesisolants qui rende compte de
cesr@sultats exprimentaux. Pour cefaire nous utiliserons I'appro che historique
pour montrer sur cet exemplecommert progressela connaissancepar essaiset
erreurs.

L'isolant g T = O est suppod® &tre dans une structure cristalline op les
atomes ou mol§culesqui le composert sort dispodis selonun r§seaur@§gulier.
Lorque 'on chau®ele rseaules atomes peuvert &tre mis en mouvemert au-
tour de leur position d'§quilibre. Nous allons successiemert mettre en oeuvre
desdescriptions de plus en plus ratn §esde cette dynamique pour comprendre
l'origine de la chaleur spci que.

5.2 Le modgle de champ moyen le plus simple

Dans l'approche la plus simple on se concerire sur un atome et on $tudie
sesmouvemens possiblesautour de sa position d'@quilibre. L'atome consid§r§
interagit avectous sesvoisins qui crgert une §nergiepotentielle moyenneg son
site. Si on fait I'nypothpse simpli catrice que I'environnemert est sphirique
autour de cet atome, I'8nergiepotentielle que I'atome ressen lorsqu'il s'§carte
d'une distance r petite de sa position d'§quilibre est de la forme (au premier
ordre non nul enr) :

®
Epot(r) = Eo+ Efz (5.1)
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ou Eg estune constarte qui mesurel' §nergiede liaison de I'atome dansle solide
pT = 0, leterme lin§aireenr est par d§ nition nul (car la position r=0 estla
position d'&quilibre de I'atome), et la constarte ® mesurel'in tensit§ de la force
de rappel versla position d'§quilibre. L'§nergietotale de I'atome dansune telle

situation est:
2 2

®r
Erot(r) = 2'°—m +Eo+ — (5.2)

A une constarte prgs cette §nergieet les mouvemerts correspondarts sort la
somme de troiﬁ mouvemerts d'oscillation selon les directions x, y, z avec la
pulsaton! =~ ¥

Si I'@nergie thermique est trgs grande devant la pulsation des oscillations

ke T , ~!, on peut calculer la fonction de partition de manigre classique
(Eq.4.51):
Y.
z = ZZZZZZerspex __U®r—2+p_2‘ﬂ4 (5.3)
i ZZ7ZZ 1/3 ’ ?/lz Z 22 2m Y. Y. |
2 2
- 1 dr exp -er 4 d®pexp i -P 4 (5.4)
- h3 p | 2 p p | 2m .
= E ‘ dx ex 1/2' _®L23/4 ‘ dp ex 1/2' _p_2%>3 (5.5)
= h P i > pexp i >m .
1 " e
4
= = — = 5.6
h ® (5.6)
' k 53
= £ (5.7)

et on retrouve une §nergie moyenne par oscillateur g trois dimensions§galep
3kg T ( c'estle th§ommed'§quipartition del'§nergiepour desvariablesquadra-
tiques). Ce qui donne bien la loi de Dulong et Petit et une chaleur spci que
figalep 3kg par particule. Cette limite classiquehaute temp@rature ne donne
pas la d§croissancede la chaleur splici que obsenfie g plus bassetemp@rature.

5.3 Mo dple d'Einstein

C'est Einstein (1907) qui fait remarquer que lesvibrations de la position des
atomesdans le solide doivent etre trait §esde manigre quantique. Ceci conduit
au modple d'oscillateur harmonique quartique d§ja §tudi® dansle chapitre pr§-
cBden et qui donne les r@sultats suivants :

11} X #3
ZEins: = e (n+i=2 (5.8)
n=0
(5.9)
1 5 3
- m . (5-10)

44



5.4 Modgle de Debye

@n zeins:
UEins: = | ——=— 5.11
Eins: | @ ( )
~ —
= 3— cothT': (5.12)
(5.13)
et la chaleur spci que par atome du rseau:
@J ins:
Ceins: = Clé:ll_ns 2 (5.14)
(-1 =2)
3 Bsh2(C~1 =2) (5.15)

Dansla limite haute temp$rature on retrouve bien lesr@sultats de la th§orie
classiqueci-dessusc = 3kg par particule, et danscemodglela chaleur spici que
p bassetemp®rature se comporte comme:

e (5.16)

Ce modgle est meilleur que le modgle classiquecar la prise en charge de la
discritisation quartique de I'8§nergied’'un oscillateur permet de voir qu'p basse
temp@rature les degiis de libert® se gplert et la chaleur spci que d§croit. Le
comportement en exponertielle g bassetemp@rature trouv & dans ce modgle est
caract@ristique de la discrtisation microscopiquedu spectre quantique de l'os-
cillateur harmonique. L' §nergied'activation du problgme(typique d'une formule
d'Arrhenius) est le quantum de vibration de l'oscillateur harmonique : I'ordre
de grandeur r@aliste de cette §nergie caract@ristique devrait &tre compris ertre
guelquesdizaines voire quelquescertaines de Kelvin. Or dans cette plage de
temp@rature les chaleurs splici ques expirimentales secomportent en T2 et non
en exponertielle : cecinous prouve que la description d'Einstein desdegrisde
libert® de basse®&nergie comme vibrations individuelles des atomes n'est pas
valable.

C'est Debye en 1912 qui proposela solution correcte.

5.4 Mo dple de Debye

Le modpled'Einstein considareles mouvemerts individuels de chagueatome
atour de sa position d'§quilibre comme des mouvemerts d'oscillation ind§pen-
dants. Il estbien clair que cette id§eest tr gsbrutale et inad§quate pour d§crire
lesmouvemerts d'§nergielesplus bas. Il y a plusieursfasonsde s'en convaincre.
Un premier §lemen de r§°exion consistep remarquer que les mouvemerts des
atomesprochesvoisinssort coupl@spar I'&nergiepotentielle d'interaction. Vous
savez que si I'on introduit un couplage entre deux oscillateurs de frquence
propre ! o, le systamecoupl§ a deux frBquencegpropres qui sort respectivemert
inf@rieures et supBrieures g la frBquencedes oscillateurs individuels ! o. Ceci
se ginBralise pour un systegmede N atomesdont les degis de lib ert§ internes
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peuvent &tre d&crits comme 3N oscillateurs collectifs avec a priori 3N | 3 fr-
guencegd'oscillations distinctes, dont certainespeuvent de cefait &tre beaucoup
plus petites que la frEquenced'oscillation d'un oscillateur isol§ *.

Une deuxigme fason plus intuitiv e de r§°§cir g ce problgme consiste g
remarquer que si I'on corrgle les mouvemerns desatomesvoisins on peut dimi-
nuer l'in tensit§ desforcesde rappel et donctout enrestant dansune description
guantique diminuer I'§nergiedespremigresoscillations : cesmouvemerts quasi-
syndhronis§sne sort rien d'autres que les ondessonoresqui se propagert dans
le solide.

Ce sort e®ectivemen cesondessonoresqui sort les premiers §tats excit@s
du r§seaud'atomes. Ces modes acoustiquesd'oscillations sort des ondespro-
gressives caract@risfespar leurs vecteursd'ondes k dont les composartes sort
guanti §eset de la forme

1 1 1
(ke Ky o) = (e 0% 1y 2% 0, 279, (5.17)

X y z
Lespulsations propresde cesmodessonoresd®pendert deleurs vecteursd'onde.
(On appelle en physique du solide la fonction ! (k) la relation de dispersion).
Pour les petits vecteurs d'onde (c'est a dire les grandeslongueurs d'onde de
taille macroscopiqueou m§soscopique)la relation de dispersion est en ggnral

linBaireen k

I (k) = ck: (5.18)

Dans I'§quation ci-dessuson a fait I'nypothgsesimpli catrice que le milieu §tait
isotrope, ou encoreque la vitessedu son$tait la meémedanstoutes lesdirections
de I'espace.En r§alit§ dans un solide il y a en g@nral une di®erenceertre la
propagation desondeslongitudinales (oscillations parallglesau vecteur d'ondes
R) et les ondestransversales(oscillations perpendiculairesau vecteur k) 2.

La vitesse c des ondesacoustiquesd®pend du milieu : lI'ordre de grandeur
de la vitessedu son dans les milieux usuelsest de quelquescertaines de m:si 1.

Compte tenu desvaleursdesvecteursd'ondeslesplus petits O(%/“) (eq.5.17)
I'&quation (5.18) conduit p I'estimation suivante du quantum d'€nergie
de ces modes collectifs dansun solidede L = 1cm de cot§ :

2Y.
~'min » ~T4C (5-19)
» 2V40 2°J; (5.20)

soit en kelvins de 'ordre de 101 8 10 °K . A cejour lesvibrations d'un solide
n'ont jamais §t§ g ma connaissanceefroidis et §tudi§sp si bassetemp®rature en
laboratoire. De cefait, la discritisation du spectre n'est pas visible sur les don-
n®esde chaleur spici que dessolideset le momert venu une approche cortinue
de cesdegisde libert® serajusti §e.

'Le nombre 3N j 3 provient du comptage du nombre de degrisde lib ert® interne : N atomes
ont 3N degrsde lib ert®, mais dans un solide trois quantit s sont x §esde manigre solidaire
ce sornt les composartes de la position du certre de gravit §.

2Dans les gaz seulsles modes longitudinaux se propagert.
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Avant d'arriver g cette approximation cortinue il nous faut travailler un
peu sur la version discrgte des premiers niveaux d'§nergiede cet ensenble de
N oscillateurs couplfis. En admettant donc que I'on peut d§crire ces niveaux
d'&nergiecomme ceux de 3N oscillateurs collectifs de pulsations ! (k), I'&nergie
totale du systgmeest de la forme :

X X
E=Eg+ ~l (k)(l’]k + 1=2) (5.21)
® Mk

ou la sommesur lesvecteursk court sur les 3N modescollectifs et pour chaque
oscillateur le nombre ertier positif ou nul n, varie de 0 gl'in‘ni. La fonction de
partition de ce systames'§crit donc

Y
z=¢€ Fo z (5.22)
K
ou
z, = X g (n+1=2)~1 (k) (5.23)
n=0
S A (5.24)
1 e ~1(R)
=1 . (5.25)
2sh("~! (R)=2) '

Nous avons d$velopp# ici les mémescalculs que pour un oscillateur unique
(voir Eq. 4.89).
On en dgduit I'§nergiemoyennedu systgme:

U

1
I
S
N

(5.26)

1X X Bt ()
exp ~1(R) j1

|
m

o
+

|
L
—
~t
N
+

(5.27)
R K

Les deux premiers termes du secondmembre ne d&penden pas de la temp®-
rature et ne se manifesterort pas dans la chaleur spici que : nous les oublie-
rons par la suite dans une red§ nition du z®ro des®nergies.Le troisipmeterme
cortient toute la variation entemp®rature de |'§nergieinterne desvibrations du
solide: c'est sur le calcul de cetroisipmeterme que nous allons nous concerrer
maintenant.

Nous ferons trois approximations successies. La premigre approximation
consistep dfcrire la distribution en pulsation des oscillateurs comme une dis-
tribution continue (nous avons discut® plus haut de la pertinence de cette app-
proximation) et de passerde la sommesur tous lesvecteursd'ondesaccessibles
g uneint§grale: X | v 7 .

Ve d>k (5.28)
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La secondequestion podteconcerneles bornesde cette int§gration : cortrai-
remernt au casdesdegsde libert§ de translation desatomes gue nous avons
d®ja §tudi®, ou p celui des photons, le nombre de vecteursd'onde donnant des
modesde vibrations physiquemern distincts estlimit § : nous avons discut§ plus
haut que le nombre d'oscillateurs distincts §tait de I'ordre de 3N. Il faut donc
limiter la somme sur les vecteurs d'ondes g un vecteur d'onde maximum Kkp
(avecl'indice D pour Debye) tel que® :

v ‘e
o 4vk?dk = N (5.29)
soit u \ q %
kp = GVEV (5.30)

Remarquonsque 'ordre de grandeur de ce vecteur d'onde maximum de Debye
estde %1/“ Ol a est la distance interatomique dans le mat§riau. Ce r§sultat fait
sens: on retrouve danscette borne supBrieurela description d'un comportement
certescollectif mais qui pr&sene deviolentesvariations g I'@delle interatomique.
On ne serapas §tonn® de trouver que la pulsation correspondarte estde I'ordre
de celle que I'on aurait attribu € a priori dans un modgle d'Einstein.

La troisipmeapproximation consistep calculer I'§nergiemoyenne(eq. 5.27),
en supposart que pour tout vecteurk la relation de dispersion! (k) estlin@aire
enk. Cecin'est pasvrai pour lesgrandsk au voisinagedu vecteur d'onde de De-
bye, maisl'in®uence de cette approximation sur le comportemert despropri§t§s
thermodynamiques est n§gligeable.La raison en est la suivante : ces$tats de
grands vecteursd'ondes (et de petites longueursd'ondes) ne sort excit§squ'a
destemp@ratures §levges.Or nous avons d§ja vu gqu'aux temp@ratures grandes
devant le quantum de discritisation, la quantit § qui d§termine essetiellement
la chaleur spci que est le nombre de degffis de libert®s. La corntrainte (5.30)
imposela valeur correcte du nombre de degfsde lib ert$s.

Cestrois approximations faites, le terme de I'§nergieinterne qui d§pend de
la temp@rature s'§crit :

z
\Y Kp ~ck
UT) = 3.  avkPdk — % 5.31
M= e, N o= 1 (5.31)
u ﬂ3z T7D 3
- ONKgT o | X (5.32)

Tp o €1

Les®quationsci-dessusont §t§ @critesenintro duisant desquantit §sa-dimensionries
et enparticulier la temp@rature de Debye qui mesure(en kelvins) I' §nergiemaxi-
male du spectre desvibrations i.e; kg Tp = ~ckp.
On d&duit de cesr@sultats la capacit® calori que desvibrations du solide:
Z T
M T2 saexax |

C=9NKk — —
® To o (& 1)2

(5.33)

®nous travaillons toujours dans I'hypothgseisotrope, la disparition du facteur 3 provient
du fait que pour un vecteur d'onde donn& il y a une onde longitudinale et deux transverses

48



5.4 Modgle de Debye

Attention la fason la plus simple de faire ce calcul consistep d&river par rapport
g la temp@rature I'§quation (5.31), puis p e®ectuerle méme changemen de
variable que dansle calcul de I'§nergie.

Leslimites haute et bassetemp®rature de I'§quation (5.33) sort respective-
mernt :

lim T>>T p C = 3N kB (534)
TR S
: 12v4 T
lim T<<T b C= ‘ N kB _-— (535)
5 Tb

Les temp@ratures de Debye d$termin§esp partir descomportement g basse
temp@rature de la chaleur spfici que des corps suivants valert (en kelvins) :
Ne: 63; Na: 150; Ca: 230; Cu : 315; NaCl : 321; Fe: 420. (ordre de grandeur
r@aliste la certaine de kelvins).

Ce qui est bien cohrent avec des vitessesdu son de quelquescertaines p
mille m:si L,
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Thermodynamique desvibrations du r§seaucristallin dessolides(phonons).
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Chapitre 6

Equilibre de phases et
potenti el chimique.
Transiti ons de phases

Nous avons jusqu'ici §tudi® essetiellement dessystgmessansinteractions :
gaz parfaits, assenbl§esde spinsdansun §tat paramagrftique. L'in t§rét de ces
systgmesestqu'ils conduisent pdescalculssimples,qui permettent cependart de
comprendreun certain nombre de conceptsimportants dont la validit § d§passe
parfois le cadre du modple dans lequelils ont €t intro duits.

C'est par exemplele casde la temp $rature absolue qui vous a §t§ intro-
duite il y a quelguesannescomme une mesure de I'@nergie cinftigue du
gaz parfait . La compr&hensionque nous avons maintenant de la statistique de
Maxwell Boltzmann nous prouve que cette d§ nition microscopiquereste va-
lable pour desgaz avecinteractions, tant que I'§nergiecin§tique microscopique
de chaque particule reste §galep %

Nous avons aussi compris qu'en prsenced'interactions microscopiquesil
faut tenir comptedu terme d' §nergie potentielle d'in teraction . Cecimodi e
la fonction de partition en introduisant dans I'§nergietotale du systgme des
termesd§pendart dela position desparticules dansl'espace.Par suite I'§quation
d'§tat d'un tel systame(obtenue en drivant la fonction de partition par rapport
au volume) d§pend desinteractions.

Les interactions sort g l'origine de I'existence des systgmesmat@riels sous
lestrois phases: solide, liquide, gaz. C'est sur la ph§nonfnologiedes phaseset
destransitions de phasesque nous revenonsmaintenant, pour les discuter g la
lumipgre de ce que nous avons appris jusqu'ici dans ce cours.

6.1 Changement de phasesd'un corps pur : observa-
tions

Nous avons jusqu'ici essetiellement §tudi® des corps purs (c'est-p-dire des

systamescortenant une seule espgce chimigue) sous une seule phase (gaz ou
solide). Dans cesconditions la pressionP du corps est fonction de son volume
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Equilibre de phaseset potentiel chimique. Transitions de phases

V et de satemp@rature T, qui sort deux variables ind §pendantes. Un §tat
du systameest d§ ni par un point dans le systemed'axes (P;V;T), et dansce
repgre I'ensenble des §tats d'un corps pur est d§ ni par une surface d§crivant
I'§quation d'§tat du corpspur P = A(V;T).

Si le systame est trgs peu dense(ce qui est le cas p faible pression, pour
destemp@ratures pas trop basses)le comportement de tous les gaz r§elstend
vers celui du gaz parfait. Le comportement du gaz r§el s'§loigne de celui du
gazparfait lorsqu‘on augmerte la pression.L'explication en est microscopique:
une augmertation de pressiong temp@$rature constarte impligue une augmen-
tation du nombre de mol§culespar unit§ de volume. Les mol§culessort donc en
moyenneplus procheslesunesdesautres et par suite I'e®etde leursinteractions
mutuelles crodt.

Selonla temp@rature (c'est-p-dire, en statistique de Maxwell-Botzmann se-
lon I'@nergiecin§tique desparticules), I'e®et moyen de cesinteractions est di®§-
rent. A haute temp@rature (T = T, gure 6.1), cesort lesinteractions r@pulsives
qui I'emportent : la valeur du produit % est supfirieure g la valeur calcul§e
pour le gazparfait, les mol§culesp une pressiondonn§eoccupert un plus grand
volume que le gaz parfait. A bassetemp@rature (T = T3), la situation estinver-
sBe: I'e®et moyen desinteractions est attractif, ce qui conduit g la liqu§faction
du gaz.

—_’—// TZ
Pi(T3)

T3

P(T3) r

Fig. 6.1 { Isothermesd'un corps pur dans les diagrammes d'’Amagat et de
Clapeyron

Suivons les caractristiques de cette transition de phase g la fois dans
le diagramme d'’Amagat et dans celui de Clapeyron (‘gure 6.1). Consid§rons
une compressionisotherme du gaz g la temp®rature T3 : partant d'un §tat
gazeuxdu corps pur, reprsen$ dans les deux diagrammespar le méme point
A, on fait subir au systgme une compressionisotherme. En B, il apparatt une
premigre goutte de liquide en §quilibre avec la vapeur. Si I'on poursuit I'e®ort
pour diminuer le volume du systame, le volume diminue mais la pressionreste
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6.2 Discortin uit s des propri §t®s physiquesg une transition de phasedu
premier ordre

‘x8ep P|(T3) : la diminution de volume est lie au passagede mol§culesde la
phase gazeuseop elles occupert le volume molaire vy g la phaseliquide plus
denseoy ellesoccupert le volume molaire v (v < vg). Tant qu'il y a coexistence
du gaz et du liquide, la pressionreste x §ep la valeur P (T3) appelfe pression
(ou encoretension) de vapeur saturante g la temp@rature T3 ; le volume molaire
vg du gaz,commecelui v, du liquide encoexistencerestert §galemem inchandfs.
Pi(T); vg(T) et vi(T) ne dgpendent que de la nature chimique du corps

consid §r& et de la temp &rature.

Si lI'on continue g diminuer le volume toutes les mol§culespassen g I' §tat
liquide, c'estle casau point C. Alors la pressionredeviert fonction du volume
et de la temp@rature (branche CD). 1 En poursuivant la compressionjusqu'en
D, on atteint I'§tat d'§quilibre liquide-solide p la pressionPg(T3) ou on obsene
un palier de solidi cation DE qualitativ emert identique p celui que nousvenons
de d€crire pour la liqu@faction.

Point critique. Il y alieu de remarquer (par exemplesur le diagramme de
Clapeyron gure 6.1) que, lorsquela temp@rature cro?t, le palier de liqu@faction
est de plus en plus court : ce qui signi e que le volume molaire du liquide
vy serapproche du volume molaire du gaz vy, liquide et gaz en coexistencese
"ressenblent” de plus enplus. Il existe enfait une temp®rature limite T, appele
temp®rature critique, g partir de laquelle on ne peut plus faire de distinction
entre lesdeux phases®uides. Pour lestemp®$ratures supfrieuresg T, lorsquela
pressionaugmerte il n'y a plus de s§paration ertre une phase gazeuseet une
phaseliquide : il ne se produit qu'une modi cation corntinue des propri§t§sdu
corpsobseng. Lespropri§t#sdu point critique sort extrémemern spectaculaires,
par exemple l'opalescencecritique. La th§orie des transitions critiques a fait
I'objet detrpsnombreux travaux danslesvingt cing dernigresann§es.K. Wilson
a resu en 19801e prix Nobel pour une importante cortribution g la solution de
ce problgme.

6.2 Discontin uit §s des propri §t®#s physiques g une
tra nsition de phase du premier ordre

Lorsque par compressionon arrive au point B (ou au point D), on n'assiste
pas g une $wlution doucedu systgme, mais g une transition franche avec des
discortinuit§s : la phase de massevolumique vy donne naissance,p P et T
constarts, g une phase di®§rerte plus dense,de massevolumique v;, qui en
pr&sencede pesaneur se condensedans le fond du r§cipiert. Sauf au point
critique il n'y a pas de continuit® entre les deux phasesen coexistence: le
volume molaire du systpme est discontin u g la transition . Nous allons
voir maintenant qu'il en est de mémede l'entropie molaire.

!Dans le diagramme de Clapeyron la courbe reprsenant vqy(T) (lieu despoints B) s'appelle
courbe de rosBe, le lieu des points (C), courbe vg(T) s'appelle courbe d'§bullition. D'une
manipre g§nfrale la courbe repr@serant les ensenbles de points tels B, C s'appelle courbe de
saturation. Les points g I'in t§rieur de la courbe de saturation (droite BC) ne repr§serient pas
des §tats du systame g proprement parler (ce sort tout au plus une symbolisation d'un §tat
m@&lange de deux phases).
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Equilibre de phaseset potentiel chimique. Transitions de phases

Jusqu'ici nous avons d§crit le systgme dans le diagramme (P; V), mais on
peut aussip l'aide des mesuresdes coexcients calorim@triques et thermolas-
tiques reconstituer I'entropie du systemeet tracer par exempledesisothermes,
desisochoresou desisobaresdu systgmedansle diagramme(T; S). L'isotherme
g T3 estreprsen®esur la gure (6.2), oy I'on a indiqué les caract@ristiquesdu
gaz et du liquide en coexistence(points B et C avec les m&mesnotations que
dansla gure 6.1). Qualitativ emert la courbe de saturation a la m&émeallure en

3 Sy

Fig. 6.2 { Isothermesd'un corps pur et courbe de saturation de I'§quilibre
liquide gaz dansle diagramme (T;S)

diagramme (T; S) qu'en diagramme (P; V) ; elle spareune r§gion oy l'entropie
est grande (le gaz est une phasetr psd@sordonr@e), de la r§gion d'entropie plus
faible qui est celle du liquide (le liquide est une phaseplus ordonn§eque le gaz
son ertropie est plus faible).2

Le passage de la phase gazeuse p la phase liquide s'accompagne
d'une discontin uit § dans I'entropie sp$cique du systpme s < Sg.

6.3 Chaleur latente de changement de phase

D'aprpsla d& nition de Clausius de I'entropie,

er ev:

ds = T

(6.1)

cette variation d'entropie que nous venonsd'observer g la transition de phase
s'accompagnen$cessairemeind'un §dhange de chaleur avec le thermostat. La
transformation de liqu§faction est une op$ration r§versible 3 et isotherme. La

2pour des entropies encore plus faibles on verrait apparattre le solide .

3La liqu@faction, est un ph&nomgne r@versible. Si I'on inversela causeext§rieure qui lui a
donn§ naissance,c'est-p-dire si I'on augmerte le volume o®ert au systgeme on obsene I' §vapo-
ration du liquide. En fait liqu&faction ou $vaporation sort desexemplesparfaits de successions
d'@tats d'®quilibre. Dans un systameop les phasesgazeuset liquides coexistent il y a passage
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6.4 Condition d'§quilibre desphases

transition L(T) (Jkg' 1) | T(*C)
fusion glace 3,31 0,01
vaporisation eau 2,510 0,01
vaporisation eau 2,2510° 100C

Tab. 6.1 { Quelguesvaleurs de chaleur latente usuelles

liqu@faction d'une massem de ce corps g la temp$rature T s'accompagnedonc
du relachemert de la quartit § de chaleur :

Q" =T(Sgi S)=Tm(sgi s)=mL(T) (6.2)

c'est une desd® nitions possiblesde la chaleur latente.

Ordres de grandeur des chaleurs laten tes. Table 6.3.

Commeil apparatt clairemert surla gure (6.2), la chaleur latente d§pend
de la temp@rature. La chaleur latente de vaporisation tend vers 0 quand la
temp®rature tend vers la temp®rature critique T : lesdiscortinuit§sde v et s
disparaissem au point critique.

6.4 Condition d'®quilibre des phases

La chaleur latente detransformation de phaseque nousavonsd§crit en (6.2)
g partir dela discortinuit® enentropie entre lesdeux phasesen coexistence,peut
Bgalemenm s'exprimer pl'aide del'enthalpie de cesphasesEn e®etla liqu§faction
fitant une transformation isobare, une application §8memenaire du premier
princip e de la thermodynamique, permet de relier cette chaleur dggade g la
variation d'enthalpie entre cesdeux phases:

Qisobare — Hg i Hl: (63)
La comparaisondesdeux §quations (6.2) et (6.3) conduit A :

Hgi TSy
) Ug+ PVyi TSy

Hii TS (6.4)
U| + PV| i TS| (65)

Cette ®quation (6.5) exprime I'&galit desenthalpies libres spfici ques desdeux
phasesen coexistence.

Iden tit § entre l'enthalpie libre et le potentiel chimique

L'enthalpie libre d'un systamehomogened§ nie comme

G=U+TSj PV=Fj PV (6.6)

incessart de mol®culesdu liquide versle gazet r§ciproquemert. L'§vaporation (ou inversemeri
la liqu@faction) correspond p une situation op le nombre de mol§culesqui passen du liquide
au gaz par unit § de temps est sup@rieur au nombre de cellesqui passen du gaz au liquide (et
inversemert pour la liqu@faction).
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Equilibre de phaseset potentiel chimique. Transitions de phases

est par construction une fonction extensive : c'est p dire proportionelle g N,
nombre de particules dans le systgme. Utilisant l'identit § fondamertale de la
thermodynamique on calcule la di®§rertielle de G et on trouve :

dG = j SdT + VdP + 1dN (6.7)

Ce qui prouve que lesvariables naturelles de G sort la temp@rature, la pression
et le nombre de particules N. T et P sort desvariables intensives: par suite
I'enthalpie par mol§culeg = G=N est fonction exclusivemert de T et P. La d§-
“nition du potentiel chimique g partir de I'§quation (6.7) prouve l'iden tit § de
I'en thalpie libre mol §culaire et du potentiel chimique . Nousretiendrons
donc que pour un corps pur :

N1~ G” Uj TS+PV=N[uj Ts+ Pv] (6.8)

Ol U; s; v sort I' §nergieinterne, I'entropie et le volume mol§culaire du corps
pur dansla phaseconsidirfe. On dgduit de cette identit § la relation :

dt = sdT + vdP (6.9)

Cette relation porte le nom de relation de Gibbs-Duhem.

Conclusions du paragraphe Les transitions gaz-liquide (en dehors du
point critique) et liquide-solide sort des transitions accompagesd'une dis-
contin uit§ du volume molaire et de I'entropie molaire et par suite d'une chaleur
latente de changemen de phase: on les appelle traditionnellement transitions
du premier ordre . L'8quilibre des phases p une transition du pre-
mier ordre setraduit par I'@galit ® du potentiel chimique dans les deux
phases en pr@sence. D'une manipre ggnirique si deux phases,faisart inter-
venir la méme espcechimique sort en §quilibre, le potentiel chimique de cette
esfpceest le mémedans les deux phases(not@esci-aprgs|| et 1)

L (T, P) =1y (T;P): (6.10)

L'®quation (6.10) n'est rien d'autre que la traduction dans cette situation
particuli grede la propri §t® d'uniformit & du potentiel chimique dans un
systgme en §quilibre thermo dynamique : propri§t§ dgmorir §ede manigre
tout pfait g§nirale dansle chapitre 3.

6.5 Diagramme des phases

6.5.1 Observ ations

La mesuredescouplesde parameétres(T; P) de coexistencede phasespermet
detracer le diagrammedesphasesdetout corpspur. Pour tout corpspur, h&lium
excep®, ce diagramme a l'allure reprsen@esur la gure 6.3.

La ligne YC reprBsene I'ensenble des conditions dans lesquelleson peut
obsener la coexistenced'un liquide et de savapeur (ph&§nongnesde liqu§faction
et §vaporation). Le point C appel§ point critique estle point d'arrét de la courbe
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6.5 Diagramme desphases

=
T

Fig. 6.3{ Diagramme des phasestypiques descorps purs (except® I'n §lium)

de coexistenceliquide-vapeur. Au dela de ce point, on peut passerde manigre
cortinue du gaz au liquide.

La branche Yy dsiparele liquide du solide. Il n'y a pasde point critique sur
cette branche qui d€crit les conditions de solidi cation-fusion. 4

La branche OY dcrit les conditions de coexistencedu gaz et du solide. Aux
tr gs bassestemp®ratures proches du 0 absolu (0 de I'@§delle Kelvin) le solide
est, en girral, directemert en §quilibre avecun gaztrpsrar§ & °. Par exemple,
la neige p temp@rature inf§rieure g 0*C est en §quilibre direct avec la vapeur
d'eau : elle se sublime sansfondre.

Point triple : au point triple Y, lestrois phasessort en coexistence.Pour un
corps pur donn§, la pressionet la temp$rature de ce point sort des constartes
(voir explication dans les paragraphesqui suivernt). Cesvaleurs peuvent donc
servir de points xes pour une §delle de pressionou de temp@rature (voir table).

6.5.2 Relation de Clap eyron

Les courbes de coexistencede phasessort les lieux despoints dansle plan
(T;P) ou I'&quation (6.10) est v&ri §e.On en dgduit aisEmen la pente de ces
courbes en fonction desgrandeurs spci ques de chacune de cesphasesnot§es
ci-dessoud et II.

Exprimons la condition de coexistenceen deux points congcutifs respecti-

“4Ceci signi e que quelle que soit la pressionle passagedu liquide au solide sefait toujours
par une transition discontin ue. Le solide (ou lesatomessort r§gulipremert disposgsaux noeuds
d'un r@seau)est toujours di®§rent du liquide qui est une phase densemais d§sordonrfie. Par
contre, la di®@renceentre liquide et gaz n'est pas qualitativ e, elle est uniquement quantitativ e
(liquide et gaz sort deux phasesd@sordonrfiesqui ne di®grent que par leur densit§) ce qui
explique que I'on puisse passercontin ment de l'une g l'autre.

5a l'exception de I'h§lium qui est liquide p T=0 K
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Equilibre de phaseset potentiel chimique. Transitions de phases

Ty (K) | Py(mm Hg) | Tc(K) | Pc(atm)
Eau | 273,16 4.6 6475 | 218,5
Oxyggne|| 54,4 1,1 154,6 | 49,8
N, 63,2 94,0 126,2 | 335
Ho 13,9 53,9 33,2 12,8
He 5,2 2,3

Tab. 6.2{ Tabledespoints xes (Point Triple et Point Critique) de temp®rature
et pression.

vemert d§ nis par les couplesde variables (T;P) et (T + dT;P + dP) :

1 (T;P)
L (T+dT,P+ dP)

1 (T;P) (6.11)
1 (T + dT;P + dP) (6.12)

On d$wveloppe la deuxipme de ces®quations (6.12) au premier ordre en dT et
dP, puis on soustrait membre g membre la premigre §quation (6.11), il vient
alors en utilisant la relation de Gibbs-Duhem:

Cyr+ @igp = Cugr, Cugp (6.13)

@ar @ ar C
) i §dT + vidP = js,dT + v, dP (6.14)

d'ou l'on d®duit I'@quation de Clapeyron donnart la pernte de la courbe de
coexistencedes phases:

dP _sii s L
dT viivie Tvii vii)

(6.15)

6.5.3 R#®°exion sur la variance d'un systgme

Usuellemen la thermodynamique d'un corps pur monopha$ d®pend de
deux variablesintensivesind§pendartes. A la coexistencede phases,|'existence
d'un condition supplmenaire (6.10) explique que le systgme deviernt mono-
varian t et quetoutes les grandeursPy, vg, v; sort uniquemert desfonctions de
T (qui sort caract§ristiques de I'espgcechimique considir§e). ©

Au point triple, la coexistencede trois phases,implique deux §galit§sind$-
pendartes :

19(T;P) =2 (T, P) = 14(T; P); (6.16)

par suite le sysgme est invarian t. La temp®rature, la pressionet toutes les
caractristiques thermodynamiques d'un corps pur g son point triple sort des
constartes caract§ristiguesdu corps chimique consid§r§. Ce qui explique I'utili-
sation du point triple pour faire desrepgresde temp@rature et de pression(voir
Table 6.2).

bLe caractpre g®nfirique des interactions dans les corps purs explique que ces fonctions
soiert qualitativ ement similaires pour la plupart des corps purs, exception faites de I'helium
dans lequel les e®etsquantiques sont exaceri§s.
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6.6 Analyse du diagramme des phases.Crit presde stabilit § thermodynamique
et in§galit¥sentre les potentiels chimiques

6.6 Analyse du diagramme des phases. Crit gres de
stabilit § thermo dyna mique et in§galit §sentre les
potentiels chimiques

Nous avons dgmortr § au chapitre 3 qu'p I'8quilibre, I'entropie d'un systgme
isolf est maximale compte tenu descortraintes ext§rieureset nousen avonstir §
trois congquencesaract@ristigues de I'§quilibre thermodynamique :

- I'homog®nBit§ de la temp@rature dans un systgme o I'§nergieest libre de se
d®placer,

- 'hnomog®niit® de la pressions'il n'existe pas d'@nergie potentielle ext®rieure
susceptiblede provoquer desgradients de densit$ (exemplede la pesareur voir
D)

et

- 'hnomog®n@it® du potentiel chimique si lesparticules sort libres de sed§placer.

Nous avons §galememn montr§ que dans un systeme hors d'§quilibre ther-
migue, la chaleur passedesr§gionsde temp®rature plus §levBeverslesr§gionsde
temp@®rature plus basse Sile potentiel chimique n'est pasuniforme, le deuxipme
princip e implique de m&me que les particules $wluent desr@gionsde potentiel
chimique §lev@ vers les rgionsde potentiel chimique plus faible.

Dans ce chapitre, nous avons pu constater que lorsque deux phasesco-
existent g I'@quilibre thermodynamique, le potentiel chimique desesgaceslibres
de circuler d'une phasep l'autre estidentique danslesdeux phases(Eq. 6.10):
ce qui est conformep la loi g§nrale d&crivant |'§quilibre.

Nous pouvons maintenant utiliser la deuxigme partie des congquencesdu
2nd princip e pour obtenir desinggalit§sentre les potentiels chimiques.

ConsidBrons un systgmedont la temp@rature et la pression(Ty ;Pw) sont
reprsen®espar le point M du diagramme de phase( gure 6.3). Exp§rimenta-
lemert, ce point estdansle domaine d'existencedu solide. En d'autres termes
celasigni e quesil'on porte une goutte deliquide (ou une bulle de gaz) dansces
conditions de temp$rature et de pression,le liquide (ou le gaz) hors d'@quilibre
se solidi e. L'application du 2nd princip e nous conduit donc p prédire qu'au
point M (Ty ; Pw ), lesdeux in§galits suivantes sort vEri §es:

Ys(TmiPm) < 1g(Tm;Pwm) (6.17)
Ys(TmiPm) < 2i(Tm s Pwm); (6.18)

outs(Tw ; Pm) estlavaleur du potentiel chimique p(Tw ; Pm ) del'espgceconsi-
d®rge dans le solide (calculable g partir d'un modgle comme celui du solide
parfait par exemple-voir TD) et ? 4(Ty ; Pwm ) la valeur du potentiel chimique g
(Twm ; Pm) de l'esppceconsidirie dans le gaz (calculable g partir de la formule
desgaz parfaits).

Lorsquel'on §tudie une situation thermodynamique g temp$rature et pres-
sion donnecommec'est la cas pour lestransitions de phases,il est plus usuel
de travailler avec I'enthalpie libre, dont les variables naturelles sort (T;P;N),
plutot qu'avecl'entropie. Mais bien §videmmert lesconclusionssort identiques.
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Equilibre de phaseset potentiel chimique. Transitions de phases

Rappelonsque:
G=U+TSj PV (6.19)

On d@montre ppartir desr@sultats de I'appro che micro canonique qu'p
I'@quilibre g (T;P;N) donn s I'enthalpie libre est minimale compte
tenu des contrain tes.

Appliquons ce r§sultat g une possiblecoexistencede phases:

dG = j SdT + VdP + 1 sdNg + * gdNg + 1 dN; (6.20)

ot Ng estle nombre de mol§culesp ' tat solide, ...

Silesin®galit®s(6.18) sort v&ri §espour lesconditionsde T et P envisadgies,
minimiser I'enthalpie libre globale du systame sefait par passagede toutes les
molculesdansla phasesolide (sachant que N = Ns+ Ng+ N; estune quantit §
consenge).

Dernier exemple: Sur une ligne de coexistencetelle que la ligne d'&quilibre
gaz-liquide,

tg(T:P) = 1(T;P) < ts(T;P) (6.21)

I'@quilibre est obtenu avec Ng = 0 et la quartit § respective de gaz et de li-
guide ne modi e enrien I'§quilibre. La proportion relative desdeux phasessera
détermin®epar le volume o®ert au systgmetotal.

Discussionde "I'§quilibre” de I'eau dansl'atmosphpgre- d§gré hygrom@trique.

6.7 Compr §hension microscopique qualita tive de la
forme du diagramme des phases

Dans desconditions donnn§esde temp®rature et de pressionla phasestable
est celle qui minimise le potentiel chimique correspondart :
ooy Y vV _S
(T;P) = W+ PW' TW' (6.22)
A haute temp@rature, le gaz est stabilis§ par son ertropie.
A trps bassetemp@rature, c'est I'§nergie potentielle d'interaction entre les
mol§culesqui stabilise la phasesolide (I'entropie de la phasesolide est faible).
Aux temp@ratures interm@diaires apparaft le domaine de stabilit® du Ii-
quide : plus ordonn& que le gaz, il a moins d'entropie et est d§favoris§ par
rapport au gaz p haute temp@rature, mais plus denseque le gaz, il b&n§ cie
commele solide d'une §nergiepotentielle d'interaction attractiv e et donc d'une
®nergieinterne beaucoupplus petite que celle du gaz.

6.8 Conclusion

Dans ce chapftre, nous avons §tudi les conditions d'§quilibre thermodyna-
migues entre phaseset montr§ qu'elle s'expriment par I'§galit® des potentiels
chimiques desespcesdanslesdiversesphasesen coexistence.L'existence d'une
telle §galit§ expliqgue pourquoi le systgmebiphas§ est monovariant et le systgme
triphas® (point triple est invaraint).
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6.9 M&langesd'esprces

Nous avons soulign® qu'une transition de phasedu premier ordre est ac-
compagrie d'une discortinuit® des deux d®rivEesdu potentiel chimique g la
transition de phases: p savoir le volume splici que et I'entropie spici que.

A toute temp@rature les phasesstablessort cellesdont le potentiel chimique
est minimal. D'une manigre g§nrale, lorqu'il existe des phasesen coexistence,
I'@quilibre correspond au minimum de I'enthalpie libre du systgametotal vis g
vis desvariables susceptiblesde varier.

6.9 M §langes d'esppces

Pour un m&langede k espacesde corps purs, I'enthalpie libre totale vaut :

X
G(T;P;x1;¢¢¢:x) = Uj TS+ PV~ Ni *i(T; P;xa; ¢0¢; i) (6.23)
i=1;¢¢k

ol la somme d§crit I'ensenble des k espaces prsertes dans le m§lange et
Xij;i = 1¢¢ek sort lesconcenrations desesmcesdans le m§lange.
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Chapitre 7

Energi e et nombre de

parti cules variables :
Ensemble grand canoni que.
Stati sti qgues Quanti ques

7.1 Loi de proba bilit § grand canonique

Dans le chapitre sur I'ensenble canonique nous avons considgrg un petit
systame en contact avec un thermostat de temp@rature T (kg T = ~i1) et
montr § que la probabilit § de trouver le petit systamedans |'§tat d'@§nergieEs
pouvait semettre sousla forme :

P(Eq)= P Es® ° (7.1)

Si le petit systgme est en contact avec un rsenoir trpgs grand avec lequel
il peut §changer p la fois de I'§nergie et des particules, un raisonnemen en
tous points identiques p celui fait dans le chapitre IV, conduit p I'expression
suivante pour la probabilit § d'observer le petit systemedans|' §tat d'§nergieEs
avec Ng particules :

“(Esi N s)

“(Esi N 's)

P(EsiNs) = p—P(Esis) ©

. (7.2)
Ns Es - (EsiNs) e

En fait la seule hypothpsefaite est que la "taille” du r@serwir est assez
grandedevant celledu petit systamede telle sorte qu'il puissecgderde I'§nergie
et des particules sans que sa temp@rature T, ni son potentiel chimique * ne
varient notablement. Dans I'ensenble grand-canoniqueles parametres externes
‘xes sort donc la temp@rature T du r§seroir, son potentiel chimique t, et
Bventuellement le volume V du systame.

1Ce raisonnemert reposesur le calcul desvariations d'entropie du r@senoir quand celui ci
cpde une §nergie Es et un nombre de particules Ns pour crer le petit systame
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Energie et nombre de particules variables : Ensenble grand canonique.
Statistiques Quantiques

La constarte de normalisation de la loi de probabilit § est appel§ela grande
fonction de partition et not§e¥. Elle vaut pr§cisemmen :

X X R
¥TL V) = - (Esng) & FsTS) (7.3)
Qs Es
= Z(Ng;T;V)e Ns (7.4)
Ns

C'est commela fonction de partition Z une grandeur sansdimension.Le produit
1 est parfois not§ ® et appel§ fugacit®.

La "taille" du systgme S, n'est pas en soi un parametre essetiel du raison-
nemert tant qu'elle restetr gsinf§rieure p celle du r§serwir et rien ne s'opposep
cequel'on considare le systgme S r&duit p un §tat microscopiqued'@nergieE s
et de nombre de particules Ns : - (g.:ng) €stalors la dgdénerescenceuantique
de cet §tat.

7.2 Fonctions thermo dyna miques dans I'ensem ble grand
canonique

Le grand potentiel thermodynamique est la quantit § extensive d§ nie par :
Js(T;5 V) =i keT In[¥(T:;% V)] (7.5)

La valeur moyennedu nombre de particules dansle petit sysgmeS est compte
tenu de la loi de probabilit & grand canonique(Eqg. 7.2) et de cette d§ nition du
grand potentiel §galep :

_ X
Ng = Nsp(ES;Ns) (76)
Ns
1 @n¥(T;% V)
= ="/ 7.7
@ (7.7)
@
@ (7.8)
la valeur moyennede I'§nergieinterne peut etre calculegracep :
X X
Esi Ns = (Esi N s)P(Es;Ns) (7.9)
Ns Es
_ _ @n¥T;% V)
Esi !N = j —F 7.10
si s i @ (7.10)
et on trouve pour lI'expressionde l'entropie :
X
Ss = iks P(Es;Ns)In(P(Es;Ns)) (7.11)
Ns;Es
1€ — a
= ? Esi *Nsj Js : (7.12)

64



7.3 Sous-sysgmesind§pendarts sansinteractions : Factorisation de la grande
fonction de partition

On aboutit de cefait g une identit § thermodynamique pour le grand potentiel :
JS = ES i TSS i 1ng (7.13)

Dans la mesureoy le systame S est suxsemmert grand (§delle macroscopique
ou m#§soscopique)lesvaleursmoyennessort lesvaleursthermodynamiquesme-
surBes,et aveclesnotations thermodynamiqueset en omettant l'indice inf8rieur
X, on trouve la relation thermodynamique suivante :

J(T; 5, V)=Uj TS| IN: (7.14)

Le deuxipmemembre del' §quation (7.14) estunefonction extensive du systgme.
Le grand potentiel ne d§pendart que d'une fonction extensive le volume V,
J(T;%; V) est donc proportionnel g V. L'identi cation des d§riv@espartielles
par rapport g V des membres de gaudche et droite de cette §quation implique
que:

J(T;5 V) =ipV (7.15)

La compatibilit § de cesdeux r§sultats implique la relation de Gibbs-Duhem :
VdPj SdT+Nd =0 (7.16)

Remarque imp ortan te

Lesvariables de I'ensenble grand-canoniquesornt T; V; 1.

Contrairement g la temp@rature, le potentiel chimigque * n'est pas une va-
riable directemert mesurable(comme le volume) ou repgrable (comme la tem-
p@rature).

Pour obtenir des grandeurs mesurablescomme la pression ou la chaleur
splici que d'un systame, il faudra §liminer le potentiel chimique de l'expres-
sion ad®quate en utilisant la formule (7.8). Par exemplele calcul de I'&nergie
s'obtiendra en §liminant * ertre |'§quation donnart E(T;V;!) (Eq. 7.10) et
I'@quation (7.8) donnart N (T;V;1).

7.3 Sous-systgmes ind §pendants sans intera ctions
Factorisa tion de la grande fonction de patrtition

Un @tat microscopiquequantique de Ng particules indiscernablessansin-
teractions est caract®ris§ exclusivemen par les §tats propres g une particule,
gu'il comporte. Pour @tre concret, et simple prenonsun gaz de particules sans
interaction dans un systame unidimensionnel de longueur L (ce peuvent &tre
des®lectronsdansun puits quantique). Les §tats possiblesd'une particule dans
cette boite sont desondesplanescaractrisespar leurs vecteursd'onde :

I 294
'L

ou I; estun entier. L'§tat microscopiquep Ns particules est entigremer d§ter-
min§ par la donne des Ns nombres entiers correspondarnts aux Ns vecteurs
d'ondes de I'@§tat corresppndant (nbs quantiques) : A = flq;15;¢¢¢; 150, ou de

. . . . . _ h2
manigre §quivalente, par la donnedesNs ®nergiesassaiges: 2; = WI?.

ki = (7.17)
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Energie et nombre de particules variables : Ensenble grand canonique.
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Plutot que de noter lesvaleursdesnombres quartiques |; de I'§tat considgr§
comme nous l'avons fait dans A, nous pourrions choisir de repr§sener |'§tat
guantique considgrg, par la suite ordonn§ein nie d&nombrable de nombres en-
tiers not§e F, reprsenant le nombre de fois oy apparait chaque valeur de I;
(ou de 2;) dansla fonction d'onde g Ng particules. a

Exemple : Ns = 4; A(X1;X2;X3;Xa) = & €Xp 124(X1+ Xp + 2X3 + 3Xa)
est reprsernie, soit par la donne desnombres quartiques A = f1; 1; 2; 3g,
soit par la donnedesnombresd'occupation des$tats quantiques g une particule
F=1211,0;0; ¢tcg

La deuxipmerepr@senation, dite ennombre d'occupation, esttrgscommade,
car elle a e®a toute r§frenceaux particules individuelles, pour seconcerrer
exclusivemernt sur les propri®t®s globales des §tats microscopiquesqui sort le
seulesinformations pertinentes lorsque les particules sort indiscernables.

Connaissan le spectredu hamiltonien puneparticule : H = f2 ; | = 1;¢¢¢; 1g ,
la donnBe des nombres d'occupation caract@ristiques d'un §tat microscopique
donn®:F =fn ; | = 1;¢¢¢C; 1g d® nit alorstotalement I'@§nergietotale Es et
le nombre de particules Ng de I'&tat microscopiqueconsidirg :

ps

Es = n 2 (7.18)
=1
ps

Ng = n: (7.19)

La grande fonction de partition (Eg. 7.3) peut alors ser@crire :

X X o
V) = - (EsiNg) € FSTNS (7.20)
Ns fs 3

Y nle
= 4 ! expfi Tn (2§ 1)@ (7.21)
n =0

opu! estla dgdinirescencale |'§tat quantique p une particule d'g§nergie? . Le
passagede (7.20) p (7.21) sefait enremplacant Es et Ns par leurs expressions
(7.18) et (7.19) et en factorisart les exponertielles et leurs poids - (g .ng)-

La grande fonction de partition peut alors se calculer comme le produit
de petites fonctions de partition » relatives g chacun des niveaux d'gnergie
microscopiquesindividuels desparticules :

Y

¥(T;, V) = » (T;%4 V), (7.22)
n;<:1

» (T4 V) = I expfi n (2 i %)g (7.23)
n =0

Comme nous l'allons voir tout de suite, ces petites fonctions de partition
sort trps simples g calculer quelque soit la nature, bosonsou fermions, des
particules que I'on considare.
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7.4 Statistiques Quantiques desgaz parfaits

7.4 Statistiques Quantiques des gaz parfaits

Les composarts §lfmenaires de la matipre : §lectrons, protons et neutrons
sort des particules de spin 1/2 et des fermions. En assa&iant un nombre pair
(resp. impair) de particules §lfmertaires de spin 1/2 on forme desparticules de
spin ertier (resp. 1/2 ertiers) qui sort desbosons(resp. desfermions). L'atome
d'“He (2 protons + 2 neutrons + 4 §lectrons) est un bosonde spin 0. L'atome
d'3He (2 protons + 1 neutron + 4 §lectrons) est un fermion de spin 1/2.

Les fermions simples ou composites ob&issen au princip e de Pauli.

L'&nond le plus simple du princip e de Pauli estle suivant : deux fermions
de me&me spin ne peuvent etre dans le méme $§tat quantique , ou encore
deux fermions ne peuvent avoir tous leurs nombres quartiques §gaux 2.

7.4.1 Petite fonction de partition grand-canonique des fermions

A cause du princip e de Pauli, seulsles nombres d'occupation n = =
0; 1 dela formule (Eq. 7.23) sort permis et la petite fonction de partition des
fermions ser@duit g :

FP(T;4L V)= (1+expfi “(2 i )9 (7.24)

Cette fonction de partition est la fonction de partition de la statistique de
Fermi-Dirac. On tire de cette expressionle nombre moyen d'occupation du
niveaud'§nergie? repr§sen® ci-aprgs:

nro(TL V) = kT

@n »D
3 (7.25)
1

= expT | 1)g+ 1 (7.26)

7.4.2 Petite fonction de partition grand-canonique des bosons

Pour lesbosons(particules mat§riellescomplexesde spin ertier et photons),
il n'existe pas de limitations dans l'occupation d'un §tat quarntique : un §tat
quantique individuel donn§ peut a priori accommaler un nombre illimit § de
bosons(nous verrons que cette propri§t® est p I'origine de la condensationde
Bosedes particules massiwes). La sommein nie de I'§quation (Eq. 7.23) estla
sommed'une sfirie ghonftriqgue. Cette sfrie convergesi saraison est inf§rieure
pl(cestpdiresi8,; 2 j1>0 3). Dans cecas

1
Li expfi (3 i )9
Cette fonction de partition estla fonction de partition dela statistique debosons
appel§e statistigue de Bose-Einstein.

»}BE(T;I; V) = (7.27)

2d'op le nom de princip e d'exclusion de Pauli

3l'origine des®§nergiesde translation 2 §tant traditionnellemen t prise p z§ro, cette condition
implique que le potentiel chimique des bosonsmassifs est born§ sup@rieurement par z§ro, au
contraire du potentiel chimique desfermions qui devient positif p bassetemp@rature.
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On tire de cette expressionle nombre moyen d'occupation du niveaud'§ner-
gie2 (voir graphique ci-dessous):.
@n »BE
@
1
= _ 7.29
expT (1 1)gi 1 (7:29)

meE(T; 5 V)

|
=~
w
—

(7.28)

7.4.3 Formulation g®n®rale des deux statistiques quantiques dans
la limite contin ue

Les nombres moyensd'occupation obtenus dans les deux sous-sectiongr-
cederies peuvert serecrire:

1
expf (2 i *)g8 1

nPEE(T v) = (7.30)
ou le +1 (resp. -1) du d&nominateur est relatif aux fermions (resp. bosons).

De cette formule on tire le nombre moyen de particules N dansun volumeV,
g la temp@rature T, dans le potentiel chimique 1, par une sommation sur tous
les §tats quantiques 2 . Pour des particules mat$riellesnous avons dja calcul
la distance en §nergiedes §tats de translation successifset trouv$ qu'elle §tait
pour lesmol§culeset lesatomesde l'ordre de 10' 14 10 ® K. En intro duisant
le rapport des massesertre atomes et §lectrons on en conclut que pour des
Blectronsla quarti cation estde l'ordre de 10000fois plus grande, ce qui reste
tout p fait n§gligeabledevant kg T. De ce fait, la sommation pourra toujours
etre transform®e en une int§grale et le nombre moyen de particules exprim@
comme: Z

— Vv 1
1. — 3
N(T;% V) @5’ d’k expf (1 1)95 1 (7.31)
Ol nous rappelonsque 2y = % De meémel §nergiemoyenne s'§crit :
z 212
E(T;; V)= Vg 2K ! (7.32)

@5 K om expt @i oS 1

Pour obtenir les §quationsusuellesde la thermodynamique il faudra §liminer *
ertre les deux §quations (7.31) et (7.32). C'est ce que nous expliciterons dans
les chapitres suivants.

7.4.4 Limite classique des deux statistiques quantiques

Lorsque nous avons §tudi® la formulation statistique "classique"du gaz par-
fait (Chapitre 1V), nousavonssoulign§ qu'il §tait I§gitime d'assccier g un atome
g la temp@rature T un paquet d'ondesde dimensionlin®aire §galep la longueur
d'onde thermique de de Broglie , (formule 4.56). Dans les conditions S.T.P. la
distance moyenneertre les particules est beaucoupplus grande que la longueur
d'onde thermique, les paquetsd'ondesdesparticules ne serecouvrert pratique-
mernt jamais (hormis lors desrares collisions), ce qui permet de tenir compte de
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7.4 Statistiques Quantiques desgaz parfaits

manigre grosspre des problgmesd'indiscernabiblit §. Dans cette approximation
nous avions trouv § la relation suivante ertre le potentiel chimique, la densit§
num@riqgue n = N=V et la longueur d'onde thermique :

i 4t
L1=kgT In'n,°: (7.33)

et donc un potentiel chimique tr gs n§gatif pour cesgazoun, 3¢ 1.

Dans cette limite le facteur exp(j ') qui apparait au dgnominateur des
expressions(7.26) et (7.29) des nombres d'occupation moyens en statistiques
guantiques est trgsgrand, et cesdeux expressiongendent pour T grand versla
meémelimite :

limry N P(T;% V) limry  ME(T:4 V) (7.34)

n, dexp(i 2); (7.35)

et redonnert lesr@sultats de Maxwell Boltzmann que nous avons d§veloppisau
chapitre 4 4.

Lesformules(7.26) et (7.29) et la gure ci-dessousnontrent que lorsquel'on
refroidit un gaz parfait, la statistique de Bose-Einstein (resp. de Fermi-Dirac)
di®gre de la statistique de Maxwell-Boltzmann en permettant une plus grande
(resp. une moindre) accunulation desparticules dansles$tats d'§nergielesplus
bas:

nb moyen d'occupation

'
'

25 | ] 1
1 =n=_mB

<n=_FD

------ n=_RE

15[ : ]

0!5 _ \ ‘l
IR P
-2 0

0

-4

Fig. 7.1{ Variation du nombre moyen d'occupation d'un §tat d'§nergie? en
fongtion (_Jle (k'B—T) dans les statistiques B-E (tiret §), F-D (trait-p oint) et M-B
(trait plein).

L'e®et d'une augmertation de la densit§ p temp®rature constarte, estiden-
tique p celui d'un refroidissemei g volume constart. Dans les deux casle pro-
duit n, 3 augmerte et le potentiel chimique augmerte. En imaginant lespaquets
d'ondesassai§sp chaque atome, on comprend aisgmert que l'augmentation de

4C'est aussila fason rigoureuse de justi er le facteur 1=N! introduit pour rendre compte
de l'indiscernabilit § dans |'§quation (4.34).
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n, 3 augmerne les e®etsli®s g l'indiscernabilit § des particules et la di®8rence
entre bosonset fermions.

Remarquonsen n que lorsquen, 2 deviert de l'ordre de 1, I'approximation
Maxwell-Boltzmann (7.33) donnart le potentiel chimique en fonction de n, 2
deviert incorrecte et il faut revenir aux expressionsexactes (7.26) et (7.29)
et §liminer le potentiel chimique comme explicit® p la n du paragraphe 7.2.
Nous allons §tudier dans les chapitres suivants, le gaz parfait de bosons et
celui de fermions dans cette limite ou l'indiscernabilit § des particules deviert
un ph&§nomane statistique esssetiel (domaine des statistiques quantiques -par
opposition g la statistique de Maxwell-Boltzmann $tudi®e dans les chapitres

prédiderts).
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Chapitre 8

Le gaz parfait de Fermi ons

Le gazparfait defermionsp basseemp®rature pr@sertie un int§rét particulier
car cemodgled§crit d'une manigre ggnrique tr gssatisfaisarte un grand nombre
de situations physiquesdiverseset en particulier les §lectronsdans les m$taux,
mais aussides situations plus exotiques comme les §toiles g neutrons ou I'3H e
liquide.

8.1 Le gaz parfait de Fermions g T=0

A temp@rature nulle, le nombre d'occupation des §tats quantiques indivi-
duels (Eq. 7.26) est d#crit par une marche d'escalier:

pour2<t: nfFb =1
pour2>1: nfFb =,

Ceci implique que tous les §tats quantiques d'&nergieles plus bas2 - 1 son
occupBspar (2 S+ 1) fermions qui di®grert uniquemen par leur nombre quan-
tigue de spin. Dans la suite de ce chapitre et pour plus de simplicit§ nous ne
traiterons quele casdes@lectrons(ou cequi estidentique desparticules massives
de spin 1/2). 1
Reprenonsla description de ces§tats quantiques dans l'espacedesvecteurs
d'ondes. Comme nous l'avons d§ja discut§ dans le chapitre 2, paragraphe 2.4
et dans le chapitre 4 paragraphe 4.5, chaque $tat quantique est d§termin§ de
manigre unique par sonvecteur d'onde et dans|'espacedesvecteursd'onde, on
peut assaier g chaque §tat quantique individuel un volume §l§mertaire (2\1,—/‘)3
L'®nergiede cesftats quantiques croit commele carr§ de leur vecteur d'onde.
Les §tats de meéme@§nergiesort donc situ§s sur des sphgares, I'§nergiecroissart
commele carr® du rayon de la sphare. Pour accommaler N §lectronsp T = 0,
on remplit donc les N=2 casesguartiques de plus bassenergie.Ceci d§termine
une sphare dont nous noteronsle rayon kg (appel® rayon de la spgre de Fermi),
dont le volume vaut : 5
ﬂ']/kl% — ﬂ (2]/‘)
3 2V

!Les formules pour desfermions de spin S di®grent des formules suivantes par un facteur

1i§ pla dgdgnBrescenceade spin (il suxt danslesformules ci-dessousde remplacer N par % .

(8.1)
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d'ou I'on d®duit le vecteur d'onde de Fermi :

' N 5 1=3
ke = V31/42 (8.2)

et le potentiel chimique g temp@rature nulle 1 ¢ :

~2k2
T om (8:3)
2 N ° 2=3
h2 ' N s 2=3

Ce potentiel chimique nous permet d'introduire une temp®rature caractris-
tique, la temp@rature de Fermi d§ nie par 1 ¢ = kg Tg.

Cette temp@rature de Fermi d§ nit I'§celle de temp@rature sur laquelle les
e®etsde la statistique quantique se manifesterort.

Dans les m§taux cette §delle est de l'ordre de quelques10* kelvins.
(Rappel : 1 §lectron-wolt » 11600K ). Cestemp@ratures sort trgsgrandespar
rapport g la temp@rature ambiante. De cefait dans les m§taux , les§lectrons
sort toujours dansla limite de la statistique de Fermi Dirac et T ¢ Tg.

A T = 01l estint§ressan de calculer les grandeurs thermodynamiques du
gaz de Fermions sansinteractions.

L'®nergietotale peut etre calculfe commela sommedes@nergiesde N fer-
mions :

B v Z 22
E(T=0) = G5 oy AT (8.6)
ke ~2k2 2
4vk-dk
= N R (8.7)
e aedi
= N :—;kBTF (88)

A causedu principe de Pauli I'§nergie cin§tique d'un gaz de fermions est
non nulle g temp@rature nulle?.
La pressionpeut s'obtenir p partir de la relation fondamertale :

=] — = *7kBTF (89)
La pressiond'un gaz de fermions est, comme I'&§nergie, non nulle g temp§ra-

ture nulle. Ceci est bien compr&hensiblesi on revient g I'origine physique de la
pression(les chocs des mol§culessur les parois) :

20n ne peut pas utiliser I'§nergie cinfitique du gaz de fermions pour d§ nir la temp@rature.
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8.2T ¢ Tg. Obsenations qualitativ es

Cette pressionde Fermi comme I'§nergiede Fermi de point z§ro sort des
quartit $squi sort en ordre de grandeur tout g fait importantes. Exemple : la
temp®rature de Fermi du Cu est de l'ordre de 82000K ( 7eV). Il faut remar-
qguer que la temp@rature de fusion du cuivre est de I'ordre de 1000K . A toute
temp®rature oy le cuivre est solide, T=Tg ¢ 1.

Les temp®ratures de Fermi de tous les m&taux sort de I'ordre de 20000K p
10000K . Le nombre n d'§lectronspar cm? varie dansla gamme2j 2010%%cmi 3 :
il estde 810%2cmi 2 dansle cuivre. La pressionde Fermi des$lectronsdans un
morceaude cuivre vaut de cefait 2: 101°Pa 3. Le mémetyped'e®etestpl'oeuvre
et explique pourquoi deux atomesde coude §lectronique complgte (comme les
gazrares) ont desint§ractionsr§pulsivesextrgmemen fortes p desdistancesde
l'ordre de quelquesangstrdms.

8.2 T ¢ Tg. Observations qualita tiv es

A temp@rature non nulle quelques$lectrons sort excit®s: c'est ce que I'on
constate en examinart la variation du nombre d'occupation moyen n-P d'un
$itat d'@nergie?, obtenu dansla formule (7.26) que nous reproduisonsci-dessous
et gure 8.1:

1
FD (1. -
mo(Ty V)= expf G 1)g+ 1 (8.11)
1 \
i |- T=T./10
0,5'r
l\ h & T = TF

Fig. 8.1{ Nombre moyen d'occupation d'un §tat dans la statistique de Fermi-
Dirac : les €nergies(®delle horizontale) sort mesu@esen unit® du potentiel
chimique (quantit  positive dans le domaine de densit§ correspondart). Les
temp@ratures choisiespour lestrois courbesreprsen@essort respectivemert 0,
Te=10et Tk.

L'observation dela gure 8.1, nous montre qu'p destemp®raturesde l'ordre
de T =10, I'occupation desniveaux trgsloin du niveau de Fermi n'est pas mo-
di ®§eparla tem@ﬂrature. Seulslesniveauxd'§nergieautour du niveaude Fermi
dansla gamme 1 (1 1—10) o %)) voient leur occupation notablemert
Bwoluer. Ceci conforte une id§eequalitativ e que nous avons d&ja §nondge: g la
temp@rature T, I'8§nergied'excitation thermique disponible par particule est de
l'ordre de kg T. Une particule occupart un niveau d'§nergie profond (loin du
niveau de Fermi) ne peut &tre excit®e, car une excitation de kg T la porterait

3Elle est Bquilibr §e par desforces de coh$sion d'origine §lectromagn§tique.
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Le gaz parfait de Fermions

dansune casequarntique qui estd§ja compltemert satur§e(avecdeux §lectrons
de spins antiparall gles). Seulesles particules trgs proches du niveau de Fermi
peuvent &tre excit§es,car l'excitation les promeut dans des casesquartiques
vides. Si nous poursuivons le raisonnemert un cran plus loin : nous concluons
qu'p la temp@rature T la proportion d'atomes excitablesest de I'ordre de — et
gue par suite I'@§nergied'excitation thermlque de l'assenbl§ede N fermlonsa la
temp@rature T doit etre de l'ordre de N - T kg T, cequi implique que la chaleur
splici que des §lectrons doit varier lin§airemen avec la temp@rature. Comme
nous l'allons voir maintenant ce r§sultat qualitatif est parfaitement correct.

8.3 D#@velopp ements des grandeurs thermo dyna miques
des fermions en fonction de T=Tg

Tedniquemert, nousdevons g temp@rature non nulle reprendrel'expression
de lI'occupation moyenne d'un niveau d'&nergie? (formule 8.11) et calculer p
l'aide de cette formule, I'&nergiemoyenneet le nombre de particules moyen g la
temp@rature T dansun potentiel chimique *, dansle volume V. Ces§quations
sort une congguencedirecte de (7.7), (7.9), (7.23) et s'§crivert :

Z
_ Vv 1
1 — 3
NTEV) = s O e yg7 T (8.12)
y
_ Vv ~2K2 1
P 1. - _ v 3
EMEVI= G5 K o oo e Dgs 1 (8.13)

_ ~2k2
Ol nous rappelonsque 2y = S

On constate que l'on arrive g des formules qui ressenblent tout g fait p
cellesque I'on a obtenue dansla statistique "classique"que j'app elle statistique
de Maxwell-Boltzmann.

La premipre di®®rence@viderte provient de la substitution du nom bre
d'o ccupation de Fermi-Dirac au nombre d'occupation de Maxw ell-
Boltzmann : expfi 2g.

La deuxigme di®&renceimportante provient du fait que les expressions
(8.12) et (8.13) d®pendent de T; 1; V. Pour avoir les expressionusuelles
mesurablesil faut ensuite §liminer * ertre les expressionsde E et de N.

Le calcul explicite desint$grales(8.12) et (8.13) pour des@lectronsen trois
dimensionsn'est paspossible,mais desd§veloppemerts limit §sen T=Tg peuvent
etre faits.

Les calculs sort en g@niral prsen$§sdirectemert en fonction de la variable
d'®nergie2. Vous en trouverez ci-dessousla trame. Dans le cadre de ce cours
nous nous focaliseronssurtout sur lesr@sultats de ce calcul (simple mais un peu
lourd) :

Densit § d' §tat en §nergie .

Lesr@sultats ci-dessussort r§exprim@sdirectement enfonction dela variable
d'®nergie?, sousla forme :

z

N(TiL V)= dewge) L

expf (i 1)g+ 1 (8.14)
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8.3 D&weloppemerts desgrandeursthermodynamiquesdesfermions en
fonction de T=Tg

Z

E(T; 1 V) - dz 1/(2) 2 1

expl (i 1)g+ 1 (8.15)

On passedes®quations(8.12 - 8.13) aux §quations(8.14 - 8.15) par le change-
ment de variable dek ! 2 : cequi conduit g introduire la densit§ d'§tat :

p-
2V 3P,
1@._3

Lesint®gralesqui apparaissen dans les §quations (8.14 - 8.15) sort toutes
de la mémeforme et peuvent secalculerlorsquej2ij 1j< kgT par le d§welop-
pemert :

Z l Z 1

2f (2 1 — 2f (2 v 2t 901 4
. df()expf_(2i 1)g+1— . df()+€(kBT)f()+O(T)(8.17)

4?) = (8.16)

On en d&duit aprps §limination de ! entre les d§weloppemerts de (8.14) et
(8.15), I'expression de I'§nergieinterne du gaz de fermions sansinteractions g
temp®rature T < Tg :

E(N;T;V)ngkBTF 1+ 22 4 ¢0e (8.18)

expressionqui con rme le raisonnemen qualitatif du paragraphe pr&didert.
La chaleur splici que des@lectronsestlin§aireen T et vaut :
= V|
@& BT

C(N;T;V)= —=Nkg — — + 8.19
(NiT;V) = g = Nks 5 -+ oot (8.19)
L' ®§nergiedes§lectronsdans les m@taux est tr ps §leve, mais la chaleur spci-
“que (c'est g dire la variation de I'§nergieavec la temp@rature) est tr psfaible.
Lesfermions sort presquegelsdansleur §tat fondamertal. De plus cette faible

chaleur splici que est en g@niral masguie par la chaleur spici que des vibra-
3

tions du rseau(qui varie comme % ou la temp@rature caract@ristique de

Debye Tp est de l'ordre de quelquescertaines de kelvins). Il faut descendre
typiquemert endessoude 1K , pour que la chaleur spici que des®lectronsdue
au princip e de Pauli domine la cortribution desphononsdu r§seau.

L'entropie peut-&tre calculep partir del'expressionde la chaleur spici que :

po |
@ _C _ v
doyu:
vz H T 1
S(T;V;N)= Nkg — — (8.21)
2 Tk

L'entropie est nulle p temp®rature nulle ; ce qui est cohrert avec le fait qu'p
T=0, I'@§tat fondamenrtal, quoi qu'il soit un §tat d'§nergie §leve, est unique
g causedu principe de Pauli. Lorsque la temp@rature croit, I'entropie croit
linairemen avecla temp@rature.

75



Le gaz parfait de Fermions

Le potentiel chimique peut §galemen &tre calcul® g partir des d&veloppe-
ments en T=Tg d§crits plus haut (appelfs d§veloppemen de Sommerfeld) on
trouve : " #

YALEAL
1 “\ /- - .0 -
(MVIN)=keTe 10 5 T (8.22)
Le potentiel chimique d§croit quand la temp@rature s'§lgve. Cette variation est
monotone. Nous savons que pour destemp®ratures tr §s §leviiespar rapport p

Te le potentiel chimique rejoindra la valeur n§gative kg T In(n, 3).

8.4 Emission thermo-ionique

Dans un mtal les §lectronspeuvert en premigre approximation &tre consi-
d®#réscomme un gaz parfait de fermions (c'est g dire des particules sansinter-
actions). Toutefois, le con nement des §lfctrons dans le m§tal qui est du aux
forcesd'attractions entre §lectronset noyaux ne peut &tre oubli$, lorsque I'on
s'int@ressep I'§missiond'§lectrons par les m§taux que ce soit sousl'action de
la temp@rature (e®etthermo-ionique) ou des photons (e®et photo-§lectrique).
Une mod8lisation raisonable consiste g considirer que dans le m$tal les §lec-
trons sort soumis g une §nergie potentielle constarte nggative (j W), ®§nergie
potentielle qui s'annule p I'ext §rieur du mtal.

Les particules qui §chappent p ce puits de potentiel doivent donc avoir dans
le m@tal une §nergie cinitique perpendiculaire g la surface (c'est p dire selon
Z) sup@rieure ou egglea W et par suite une quartit § de mouvemert selonOz
supBrieurepp™ = = 2mW. 4 Les$§lectronsqui quittent le m§tal par une surface
S ertre lesinstants t et t + dt §taient dansle volume Sv,dt (avec%mvf ., W).
Par unit® de temps et de surface,le nombre total d'§lectronssortant du mé§tal
vaut donc:

,Z1 z, 2z, 2 L 3
R(T;Y) = 5 dp, dpcdpy 4 —h—— o5 Pz,
h® " ppin py=il  px=il exp (zp—mi 1y +1 M
(8.23)
On intpgre cette expressionen passar aux variables cylindriques p, ;'; p; :
Z, Z, Z gy, ? ¥
R(T:1) = 2 d z do,d' 4 n 1 fa 5.
(MH)=3 dp P> dps L o :
Pz pp=il ' =0 exp (Gmpoit) +1
> @.24)
Lottt . 1 .
R(T, ) = m , d E P2 dpo .”._ o2 + 2 O .
P p2 =il exp (Fmei t) +1
7 1 ¥, (8.25)
Gy WAkeT T R T
R(T;) = ha o dpzpzIn 1+ exp j om | ) (8.26)
Py

“On n@gligeici les particules qui passeraiert par e®ettunnel.

76



8.4 Emission thermo-ionique

z
4ymkg T ~ 1

h i
s d',In 1+e (i") (8.27)
oW

R(T;*) =
Or e ("i"2) ; 1 et par suite utilisant le fait queln(1 + z) ' z pour z petit, il
vient :

z 1 2T2
4]/kaT ei(li ") = 41/kaT e*(li W):

RED= ., 9" E

(8.28)
Il nous reste maintenant g remplacer le potentiel chimique par sa valeur
pour obtenir le taux d'§missionthermo-ionique.
Si nous utilisons le fait que les §lectronssort un gaz de fermions ob§issarn
g la statistique de F-D noustrouvons:

4l/mké TZ e_(kB Tri W):

R(T) = =]

(8.29)
ce qui est la formule en accord avec 'exp§rience.
La quartit® W | kg Tr estappeletravail d'extraction du métal.
Exp®riencede Davisson et Germer sur la r§°ection des§lectronsd'§nergies
incidentes E par un m@tal permet de mesurerl'indice de refraction du métal :

r
E+W
n= > = (8.30)
s int E

lIs on trouv® pour le tungsten W = 13;5eV. Or le travail d'extraction mesur§
par §missionthermo-ionique est de 4;5 eV ce qui est un bon accord avec une
#nergiede Fermi de 9 eV conforme g la densit§ de porteurs dans le m§tal.

5Si comme Richardson en 1902, nous n'avions pas tenu compte de l'indiscernabilite § nous
aurions remplac® le potentiel chimique par sa valeur classique® = kg T In(n, ) et nous au-
rions obtenu un comportement en temp$rature 1§garemert di®@rent et surtout desordres de
grandeurs tout g fait incorrects.
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Chapitre 9

Gaz parfait de bosons massifs-
Condensati on de Bose

Comme nous l'avons vu dans la premigre discussionsur les §carts par rap-
port g la statistique de Maxwell-Boltzmann, lorsquel'on refroidit un gazparfait
" classique"p nombre de particules constart, (n, 2) crott, le recouvremen des
paquets d'ondes thermiques deviert un ph§nongne non n§gligeableet il faut
tenir compte de la nature bosonsou fermions desparticules. Pour les fermions
nous avonsvu dans le chapitre prédidert les congquencegu princip e d'exclu-
sion de Pauli. Pour les bosonsde massem, nous allons §tudier maintenant les
condgiquencedle l'indiscernabilit § desparticules qui setraduisent par I'occupa-
tion moyenned'un niveaud'§nergie?

1
expf (2 i *)gi 1
repr@sen®esur la gure ci dessoug9.1).

neE(mL V) =

(9.1)

|
|
|
|
|
|
1
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
1
|
|
1
|
|
1

-1 0 1
Fig. 9.1 { Nombre moyen d'occupation d'un §tat dans la statistique de Bose-

Einstein. L' §dhelle des$nergiesest choisiede telle sorte quele potentiel chimique
1= 1
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Gaz parfait de bosonsmassifs-Condensationde Bose

9.1 Refroidissemen t depuis les hautes temp ®ratures
du gaz de bosons. Condensation de Bose-Einstein

L'€quation (9.1) implique que le nombre de particules total moyen dansun

volume V, g la temp@rature T, au p(Z)tentieI chimique 1, s'§crit :

(T 1- _ Vv 3 1

NTEVI= G T @ e 1 ®:2)
Ol nous rappelonsque 2 = % Examinons cette §quation pour comprendre
gualitativement comment le potentiel chimique ®volue lorsque l'on re-
froidit le gaz pn= % constan t. A haute temp@rature * yg = kg T In(n, 3),
est n§gatif; il croit continuemen quand la temp@rature d§crc?t (et que corr§-
lativemert | croit). Lorsque le gaz passedans le domaine oy le traitement de
l'indiscernabilit § rend la formule (9.2) indispensable,le sensde variation de !
reste le méme : l'int§grale (9.2) varie comme exp(' ). Lorsque T d§crctt, *
cortinue p croftre et tend vers?, (®tat fondamertal du spectre des®nergiesde
translation) pour contrebalancer la croissancede = k% (voir "gure 9.2)!

mu2 (bleu) = 0.2 > mut = 0.5 (rouge- tirets)

exp(-beta mu)

.
-2 o 0 1 2z 3 4
beta

Fig. 9.2 { Evolution du potentiel chimique lorsquel'on refroidit un systameg
densit® constarte : 1 croissart (* 2 > 11).

MAIS la cornvergeancede la sgrie qui a conduit g l'expression(9.1), ncessite
quel j 25 < 0. La formulation ci-dessuspermet donc de descendrgusqu'p une
temp®rature caractgristique d&‘nize par Tgel:

\Y 1
N=_—~ dk —h—o0 (9.3)
(2% exp o _I'_<BE i 1
Tous calculs faits, cette condition s'@crit :
N
v 2 = 2612 (9.4)

ldans le calcul de la temp@rature critique Tge, on prend 2o = s=—=z = 0, ce qui est
totalement justi § pour un systgme macroscopigue. Dans la m&me approximation, vous lirez
que le potentiel chimique du gaz de bosonsest born§ suprieuremert par 0 et atteint 0 g la
condensation de Bose-Einstein
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9.2 Physique du gaz de bosonsen dessousde la transition de Bose-Einstein

oy , ge estla longueur d'onde de De Broglie p la temp$§rature Tge. En ex-
plicitant I'expression de la longueur d'onde de De Broglie en fonction de la
temp®rature, on trouve :

H o3
h? n
ke Tee 2ym 2,612 (9.5)
Ho o
h? " N
» 0O 167% V2 (9.6)

Remarquonsque cette temp@rature caract§ristique est du mémeordre de gran-
deur que la temp@rature caractgristique de Fermi pour les fermions (Eqg. 8.5).
L'origine physique de cesdeux ph&nonmgnesest la méme, c'est le recouvremert
despaquetsd'ondesdesparticules quand la temp$rature diminue et la manifes-
tation de l'indiscernabilit  desparticules. Les di®§rencesenire les congquences
physiquessort li§esaux di®8rencesgquantiques d'occupation des$tats entre bo-
sonset fermions.

9.2 Physique du gaz de bosons en dessous de la tra n-
sition de Bose-Einstein

La formule (9.2) permet de comprendre commert le systgme se comporte
lorsque la temp@rature descendjusqu'p Tge. Mais elle ne permet pas de r§-
pondre g la question que se passe-t'-il si la temp®$rature du thermostat descend
en dessousde Tgg ? L'application de la formule (9.2) rend alors compte d'une
fraction seulemen du nombre de particules total, fraction §galep :

z H s
\Y 1 T
Nexcitations = 75773 d*k —A—09 =N — : (9.7)
(23 exp o il Tee
B

On comprend ou sort pas$esles "particules manquanes”, en remarquant que
lorsque (* § 20) ! O, l'occupation de I'§tat fondamertal 25 donnfe par (9.1)
peut diverger.Cette divergeancen'est pasprise en compte dansla formule (9.7).
En fait les particules manquantes de la formule (9.7) secondenseh en nombre
macroscopiquedans|' §tat fondamertal 2o du problgme: c'estcequel'on appelle
la condensationde Bose-Einstein.La temp@rature de la condensationde Bose-
Einstein est donn§eci-dessug9.6) et le nombre de particules dansle condensat

vaut : n . 'ﬂ3:2#

Ncondensat = N 1j - : (9.8)

BE

Ceci est un r@sultat tout p fait exceptionnel! A la limite thermodynamique,
l'occupation de I'§tat fondamertal en dessousde la temp@rature de condensa-
tion de Bose-Einstein deviert macroscopique: c'est g dire proportionnel g N,
alors que vous pourrez aisfmert v8ri er que le nombre d'occupation du pre-
mier §tat excit® 2,, comme celui de tous les autres §tats de translation, reste
dans toutes circonstancesau plus d'ordre N 273, Cette propri§t§ explique que
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Gaz parfait de bosonsmassifs-Condensationde Bose

le systgme conden® de Bose ait des propri§tfs macroscopiquestout g fait in-
usuellesen "physique classique": e®etfontaine, e®etJosephsonetc.. e®etsqui
sort une condgiquencedirecte de la nature quantiqgue macroscopique de ce
condensat .

Ayant compris la r@partition des particules entre I'§tat fondamental (le
condensat Eq. 9.8) et les §tats excit®s (Nexcitations EQJ. 9.7), il est facile de
calculer la thermodynamique du systgme.

La cortribution extensive pl'@§nergietotale du systgmesetrouv e entigremert
et uniquemert dans les excitations?, elle vaut :

Z
Vv ~2k? 1
E= — d Ao (9.9)
3 2
Il estfacile en faisart le changemen de variable x = kZBkT de montrer que :
Z
vV 2 7 x¥2dx
E = keT 5P= 1
81 3P e 1 (9.10)
' . V
20ks T — (9.11)
M - T3
" O770NkgT — (9.12)
TBE

L'®nergievarie en dessoude la temp®rature de Bose-Einstein commeT>%2, On
obtient la pressionenrevenart g la d§ nition cinfitique fondamertale :

2E
P = 3V (9.13)
N H T T3
0:51 VkBT Tog : (9.14)

En r@alit§, ce r@sultat §crit de cette fason masqueun fait important : si on
substitue la valeur de la temp@rature de condensationde Bose Einstein par sa
valeur en fonction de N et V, ou ce qui est §quivalert si on utilise I'§quation
(9.11) on trouve que

P' 1.34 kB—s,T (9.15)

Cette $§quation nous montre que la pressionmesue ne d§pend que de la tem-
p8rature et non du volume o®ert au systgme : ceci est caract@ristique d'une
transition de phasedu premier ordre. A la coexistencedes deux phases,gaz
d'excitations et condensat,le systemequi §tait bivariant au dessusde Tgg de-
vient univariant en dessougde Tgg. On doit enfait considgrer I'§quation (9.15)
commel'§quation de la courbe de coexistence. Cette courbe de coexistenceest
par ailleurs d& nie par 1 (T;P) = 0.

2|'gtat fondamental a une $nergie individuelle 2o qui varie comme ?12 / Nz% et par suite
son §nergietotale estd'ordre N3
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9.3 Allure gBnfirale de I'&quation d'§tat d'un gaz parfait en fonction de la
temp@rature

9.3 Allure g%n@rale de I'§quation d'$§tat d'un gaz par-
fait en fonction de la temp §rature

On peut maintenant interpoler entre les r@sultats p haute temp®rature ob-
tenus dans la statistique de Maxwell Boltzmann et ceux g bassetemp@rature
obtenus dans les deux derniers chapitres pour lesfermions et lesbosonset don-
ner l'allure du diagramme PV fonction de la temp@rature pour un gaz parfait
g nombre de particules constarts. Cescourbessort dessirfessur la gure (9.3).
On constate que la pressiondes fermions est toujours suprieure g la pression

1!4"'I"'I"'I"'I"'I"'I"'

PV/NKT

0 02 04 06 08 1 1.2 14
T/Tc

Fig. 9.3 { Equation d'§tat d'un gaz parfait de bosons(B-E) ou de fermions
(F-D) dans tout le domaine des bassestemp@ratures. La limite commune g
haute temp@rature estindiqu@epar le sigle MB (pour Maxwell-Boltzmann). La
temp@rature Tc est d§ nie commela temp@rature pour laquelle % 5=1.la
temp®rature de la condensationde Bose Tgg ' :527T¢.

du gaz de Maxwell Boltzmann et inversemem pour les bosons.

83



Gaz parfait de bosonsmassifs-Condensationde Bose

84



Chapitre 10

Thermo dynamique du
rayonnemen t

Nous avons not® dans les chapitres pr§didens que les photons §taiert des
bosons.La grande di®§renceertre les bosonsmassifset les bosonssansmasse
commelesphotons estquele nombre de photons n'est pasune variable consena-
tive. De cefait, il n'y a paslieu d'introduire la notion de potentiel chimique des
photons. L'application de la statistique grand-canoniqueaux photons conduit
au nombre moyen d'occupation du niveau d'§nergie? :

1 -
e’j 1

n(T;V) = (10.1)
L'®nergied'un photon de pulsation ! est2 = ~! | Elle peut aussis'exprimer g
l'aide du module de sonvecteurd'onde k sousla forme2 = ~ck ou c estla c§l§rit®
de la lumigre (c » 3:10®msi 1). L'§nergiemoyenne moyennedu rayonnemeri g
la temp@rature T dansun volume V (cavit® d'un corpsnoir) peut donc s'§crire
sousla forme : Z

ET-vY — \4 3 ~ck |
Le facteur 2 qui intervient dans cette expressionprovient de I'existence de deux
ondeslumineusestransversespar vecteur d'onde.

La densit® d'§nergiedu rayonnemen thermique par unit$ de volume ertre
lespulsations! et! + d! est$§galemen un r§sultat extrmemen utile :

(10.2)

~ |3
C'est la fameuseformule de Planck (1900).

La formule (10.2) ressenble trgspr@ciggmmen g la formule (5.31) donnant
I'&n@rgie totale desvibrations du réseau.Ceci n'est pas un hasard : les modes
de vibration du champ $lectro-magriitique peuvent &tre au mémetitre que les
vibrations du r§seauconsidiffscommedesoscillateurs. lls ont la mémerelation
de dispersion2 = ~ck 1. La di®®renceessetielle provient du fait que le nombre

u(!)d! =

Ypour le champ §lctromagn§tique cette relation est exacte quelque soit le vecteur d'onde,
alors que c'est une approximation pour les vibrations du r@seaucristallin.
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Thermodynamique du rayonnemen

de fr8guencesde vibration distinctes est born§ (par 3N pour un solide de N
atomes), alors que dans le vide le spectre desfr@quencesdu rayonnemen n'est
pasborn§ et I'int®grale (10.2) est une int§gralequi s'§tend a priori en premigre
approximation de z§ro g l'inni. 2

En faisart le changemen de variable x = ~(~ck) on peut r@crire cette
expressionsousla forme :
V (kg T)* z x3

dx : (10.4)

E(T:V) = Y (~c)3 il

Cette §quation, ou l'int§grale est un nombre sansdimension, exprime la loi de
Stefan du rayonnemern (1879), loi qui pr8ciseque I'§nergie du rayonnemen
varie commeT*4.

Dans la thermodynamique du rayonnemer, la quantit § mesurableimpor-
tante est la densit§ de °ux d'@nergieen fonction de la longueur d'onde 3. Des
expressionsci-dessuson d&duit aisgmert la densit d'§nergiecompriseentre les
longueursd'onde , et, + d, :
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et la densit® de °ux d'@nergie:
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Cette quartit § est p une constarte multiplicativ e prgsla luminance de l'objet.
Premigre loi de Wien : la luminance d'un corps pr§serne un maximum en
longueur d'onde qui est solution de I'§quation :
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solution qui s'explicite en T, max = 2;897K :Im .

Cette loi est trgsimportante elle permet de faire une appr§ciation spectro-
scopiquerapide de la temp@rature (au moins de la temp@rature de surface) des
objets qui rayonnert.. C'est ainsi que le soleil dont le maximum de luminance
est dans le jaune a une temp@rature de surfacede l'ordre de 5800kelvins.

Pour m&moire on retrouve §galemem la deuxigmeloi de Wien : la luminance
maximale varie en T°>,

2Le point de vue en termes d'oscillateurs est essetiellement celui de Planck (1900); celui
en termes de bosonscelui d'Einstein (1925).

3Attention | dans ce chapitre repr§sene la longueur d'onde du rayonnemert | = %‘
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